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Vorwort

Das Buch 'Business-Statistik' richtet sich einerseits an Praktiker, die sich auf dem Gebiet der Statistik
weiter-bilden bzw. ihr vorhandenes Wissen erweitern und aktualisieren wollen, und andererseits an
Berufstatige, die sich auf eine Hohere Fachprifung vorbereiten. Anhand von konkreten praktischen
Anwendungen werden die heute gangigen statistischen Theorien und Methoden anschaulich vorge-
stellt und erlautert; auf mathematische Beweise und Herleitungen wird bewusst verzichtet.

Wie jedes Buch hat auch dieses seine 'Entstehungsgeschichte’: Meine erste 'Auseinandersetzung’
mit dem Gebiet der Statistik begann vor rund vierzig Jahren. Die Assistenten am Handelswissen-
schaftlichen Seminar der Universitat Zurich, unter der damaligen Leitung von Prof. Dr. Paul Weilen-
mann, wurden ermutigt, sich méglichst 'interdisziplinar' zu beschaftigen. So war es denn auch nicht
sonderlich erstaunlich, dass ich meine erste Kursleitertatigkeit in Betriebsstatistik an der Fihrungs-
schule Zurich ausubte. Obwohl als Betriebswirtschafter nicht fur Statistik 'pradestiniert’, gab mir in
der Folge Prof. Dr. Peter Bohley die Chance, als Lehrbeauftragter fiir Ubungen Statistik | und Il an
der Universitat Zurich meine Kenntnisse auf dem Gebiet der Statistik weiter zu vertiefen.

Wahrend meiner Tatigkeit in der Wirtschaftspraxis als Controller, Gruppen-Controller, operativer Fi-
nanzchef und Berater konnte ich immer wieder meine erworbenen Statistik-Kenntnisse zur Verbes-
serung und Verdeutlichung von Entscheidungsunterlagen einsetzen.

Vor rund zwanzig Jahren wurde ich auf das Programm der Chartered Financial Analyst des CFA
Institute aufmerksam gemacht. Wie ich sofort feststellen konnte, hatten sich die Statistikkenntnisan-
forderungen bei dieser Héheren Fachprifung gegeniber meiner Assistenten-Zeit stark verandert:
'Mathematische Beweise' waren nicht mehr gefragt, statistische Theorien und Methoden waren voéllig
auf Praxis-Anwendungen fokussiert. Zudem hatte sich durch die Computer-Moéglichkeiten das
Spektrum der Statistik stark vergrossert: Was fruher rechnerisch gar nicht moglich war, wurde ein
Leichtes.

Leider musste ich feststellen, dass es im deutschsprachigen Raum kaum ein Lehrmittel auf dem
Gebiet der Statistik gab, welches diesen modernen Anforderungen (z. B. flr eine Héhere Fachpri-
fung) entsprach. Aufgrund meiner 'Vergangenheit' war es deshalb naheliegend, im Jahre 2003 die
erste Auflage dieses Buches zu schreiben, welches bei der Compendio Bildungsmedien AG, Zrich,
veroffentlicht wurde. Das Buch ist heute vergriffen. Aufgrund der weiterhin grossen Nachfrage und
dem vielseitigen positiven Feedback habe ich mich entschlossen, das Buch zu Uberarbeiten und die
vorliegende zweite, leicht Gberarbeite Auflage zu verfassen. Dabei wurden bekannte Fehler korrigiert
und — wie so Ublich — sicherlich neue geschaffen, wofur ich mich im Voraus entschuldige.

Oscar A. G. Treyer

August 2024
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1 EINFUHRUNG

Vor mehr als hundert Jahren machte H. G. Wells, ein englischer Autor und Historiker, die folgende
Bemerkung: "Die statistische Denkweise wird fur einen Staatsbirger eines Tages genauso wichtig
sein wie das Lesen".

W. Edwards Deming, ein bekannter Statistiker und einer der bekanntesten Begriinder des Qualitats-
managements, vertrat die Meinung, dass der Statistik-Unterricht vor der High School beginnen sollte.
Die beiden Meinungen zeigen deutlich, dass Statistik eine wesentliche Rolle in unserem Leben
spielt, auch wenn man sich dessen nicht immer voll bewusst ist.

Zuerst soll der Begriff 'Statistik' und weitere Grundbegriffe und deren Bedeutung erlautert werden,
wobei in den Fussnoten die Ublichen englischen Ausdriicke aufgefiihrt sind. Anschliessend wird auf
die unter dem Begriff 'Statistik' bekannten Theorien und Methoden eingegangen.

1.1 Was bedeutet 'Statistik’

Unter 'Statistik'' versteht man die Wissenschaft des Sammelns bzw. Zusammentragensz?, Or-
ganisierens, Darstellens3, Analysierens und Interpretierens von Daten als Hilfsmittel, um
wirksamere* Entscheidungen treffen zu kdnnen.5

Wie die Definition besagt, beginnt die Untersuchung eines Problems mit dem Sammeln bzw. Zu-
sammentragen von relevanten Daten. Erst wenn diese Daten in irgendeiner Form organisiert und
allenfalls dargestellt werden, ist eine Analyse und Interpretation derselben mdglich.

Im Gegensatz zum Begriff 'Daten’ setzt der Begriff 'Information' voraus, dass die Daten auch ent-
scheidungsrelevant sein mussen.

1.2 Arten von Statistik

Grundsatzlich gibt es zwei Arten von Statistik, namlich die deskriptive und die induktive.

Die deskriptive bzw. beschreibende Statistik befasst sich mit den Methoden des informativen Orga-
nisierens, Zusammenfassens und Darstellens von Daten. Es geht hier also lediglich darum, die Da-
ten sinnvoll zu ordnen und zu prasentieren, nicht aber darum, 'Riickschliisse' zu ziehen.

Im Gegensatz dazu befasst sich die induktive bzw. schliessende Statistik mit den Methoden, die
verwendet werden, damit etwas Uber die Grundgesamtheit aufgrund einer Stichprobe herausgefun-
den werden kann. Dabei bedeutet Grundgesamtheit® die Sammlung aller moglichen Individuen, Ob-
jekte oder Messungen Uber ein Interessensgebiet. Die Stichprobe? ist ein (An-)Teil der Grundge-
samtheit.

1.3 Arten, Messung und Gewinnung

1.3.1 Arten

Es gibt grundséatzlich zwei Arten von Daten, namlich solche die von einer qualitativen Grundge-
samtheit und solche, die von einer quantitativen Grundgesamtheit entnommen werden.

Wenn immer das charakteristische Merkmal nicht-numerisch ist, dann bezeichnet man dies als qua-
litativ; wenn immer das charakteristische Merkmal numerisch erfasst werden kann, dann bezeichnet
man dies als guantitative Daten.

statistics

collecting

presenting

more effective

nach MASON, LIND, MARCHAL, 1967, 192000, S. 3.
population

sample
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Quantitative bzw. numerische Daten bzw. Merkmalsauspragungen kénnen sowohl diskret® oder
stetig® sein.

Diskrete Daten konnen nur gewisse Werte annehmen und weisen normalerweise 'Lucken' zwi-
schen den Werten auf. Beispiele fur diskrete Daten: Anzahl Betten in einem Hotel, Anzahl Kursteil-
nehmer, usw. Diskrete Merkmalsauspragungen sind typischerweise das Resultat einer Zahlung.
Stetige Daten kdnnen jeden Wert innerhalb eines gewissen Bereiches annehmen. Beispiele fur ste-
tige Daten: Korpergrosse von Menschen, Gewicht einer Verpackungseinheit, Flugzeit von Kloten
nach New York (Kennedy), usw. Stetige Merkmalsauspragungen sind typischerweise das Resultat
einer Messung.

1.3.2 Niveau der Messunq"

Daten kénnen nach dem Niveau der Messung'' klassifiziert werden. Das Niveau der Messung der
Daten diktiert haufig die Berechnungen, die gemacht werden kénnen, um die Daten zusammenzu-
fassen und darzustellen, sowie die statistischen Tests, die durchgefiihrt werden kénnen.
Es gibt grundsatzlich vier Niveaus der Messung (aufsteigend):

¢ Nominales Daten-Niveau'?,

e Ordinales Daten-Niveaus,

¢ Daten-Niveau mit Intervall'4,

¢ Daten-Niveau mit Verhaltniswert's.

Beim nominalen Daten-Niveau kénnen die Beobachtungen nur klassifiziert oder gezahlt werden;
eine Rangfolge ist aber nicht feststellbar. Beispiele fir nominales Daten-Niveau: Auto-Farbe, Ge-
schlecht, usw.

Wichtig dabei ist, dass eine Beobachtung nur einer der (Unterteilungs-)Kategorien zugeordnet wer-
den kann, d.h. dass die (Unterteilungs-)Kategorien sich gegenseitig ausschliessen’s, und es somit
keine 'Uberlappungen’ unter den (Unterteilungs-)Kategorien gibt. Z.B. kann eine bestimmte Auto-
farbe nur einer Farbkategorie zugeordnet werden und nicht mehreren.

Weiter ist wichtig, das eine Beobachtung einer (Unterteilungs-)Kategorie zugeordnet werden muss,
d.h. dass eine vollstédndige'” Zuordnung erfolgt. Damit immer eine Zuordnung maglich ist, wird haufig
z.B. eine Kategorie 'Ubrige’ geschaffen.

Das nachst héhere Daten-Niveau ist das ordinale Daten-Niveau. Dieses weist alle Eigenschaften
des nominalen Daten-Niveaus auf, doch kénnen die (Unterteilungs-)Kategorien zusatzlich auf- oder
absteigend, entsprechend ihrer inhaltlichen Bedeutung, in einer Rangfolge angeordnet werden. Bei-
spiele fur ordinales Daten-Niveau: Kredit-Rating einer Bank, Unterrichtsbeurteilung, usw.

Das nachst hdhere Daten-Niveau ist das Daten-Niveau mit Intervall. Dieses weist alle Eigenschaf-
ten des ordinalen Daten-Niveaus auf. Zusatzlich sind aber die Abstadnde zwischen den Merkmals-
auspragungen gleichbleibend bzw. gleichbedeutend. Beispiele fiir Daten-Niveau mit Intervall: Tem-
peraturangaben in Grad Celsius, usw. Im Gegensatz zum ordinalen Daten-Niveau, bei dem 'nur'
eine Rangfolge festgestellt werden kann, werden beim Daten-Niveau mit Intervall die Merkmalsaus-
pragungen zusatzlich durch ein 'metrisches' System, quantitativ charakterisiert.

8  discrete

9  continuous

10 nach MASON, LIND, MARCHAL, 1967, 192000, S. 11ff.
11 level of measurement

12 nominal level data

13 ordinal level data

14 interval level data

15 ratio level data

16 mutually exclusive

17 exhaustive
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Bei den Temperaturangaben sind z.B. zwei Grad Differenz immer gleichbedeutend: ob von 30 auf
32 Grad oder von 10 auf 12 Grad ausgegangen wird, die Differenz betragt in beiden Fallen 2 Grad.

Das hochste Daten-Niveau ist das Daten-Niveau mit Verhaltniswert. Dieses weist alle Eigenschaf-
ten des Daten-Niveaus mit Intervall aus. Zusatzlich hat aber die Merkmalsauspragung Null die Be-
deutung des Nicht-Vorhanden-Seins und das Verhaltnis zwischen zwei Merkmalsauspragungen ist
bedeutungsvoll. Beispiele fir Daten-Niveau mit Verhaltniswert: Einkommen, Anzahl produzierte Ein-
heiten, Gewicht, Grosse, usw.

An einem Beispiel sollen diese zwei zusatzlichen Eigenschaften verdeutlicht werden: Drei Investiti-
onsobjekte haben die folgende Rendite: A = 0%, B = 5% und C = 10%. Von den drei Investitionsob-
jekten kann gesagt werden, dass A keine Rendite abwirft, und C die doppelte von B.

1.3.3 Datengewinnung

Numerische Daten sind das Rohmaterial von statistischen Untersuchungen. Der Zufluss relevanter
und geeigneter Daten ist kein periodisch auftretendes Ereignis, sondern entsteht permanent und
wird unternehmensintern, durch Medien und staatliche Organisationen in grosser Menge taglich zur
Verfligung gestellt.

Je nach dem ob die Daten speziell fir die momentane Untersuchung und von der die Untersuchung
durchflhrenden Stelle gesammelt wurden, oder ob man sich auf bereits vorhandene Daten bei der
Untersuchung stitzt, wird auch von primaren bzw. sekundaren Daten gesprochen. Sekundare Daten
sind begreiflicherweise billiger bei der Bereitstellung, sie haben aber den Nachteil, dass nicht immer
klar ist, wie die Daten ermittelt wurden. Dadurch besteht die Mdglichkeit, dass trotz korrekter statis-
tischer Analyse Fehlinterpretationen entstehen.

Viele Unternehmensabteilungen, speziell die Marketingabteilungen, entscheiden sich primare Daten
fur ihre Untersuchungen zu sammeln, ohne abzuklaren, ob nicht bereits vorhandenen Daten zur
Beantwortung der Fragestellung genutzt werden kdnnen. Es ist deshalb von Vorteil, wenn man sich
neben der genauen Formulierung des Problems und der Ablaufplanung gentgend Zeit nimmt, um
grundlich abzuklaren, wie die Gewinnung des Zahlenmaterials erfolgen soll und sicherzustellen,
dass - wenn immer moglich - bereits vorhandenes Zahlenmaterial benutzt wird. Wirde dieses Vor-
gehen in jedem Unternehmen besser befolgt, ware es z.B. nicht mdglich, dass unterschiedliche Ab-
teilungen, unterschiedliche Umsatzzahlen verwenden.

Die Aufgabe des Statistikers besteht darin, korrekte Messungen durchzufiihren, Problemstellungen
in Form von Zahlen auszudrticken und den Grundstein flr logische Schlussfolgerung zu legen. Diese
Faktenfindung ersetzt nicht das eigene Urteilsvermdgen, sondern erganzt es. Meist ist hier auch der
Punkt, wo die durch die Problemstellung betroffene Person mit dem Statistiker nicht mehr einer Mei-
nung ist. Die Interpretation der Daten wird mitunter gepragt von den eigenen Wertvorstellungen und
Interessen.

Es sollte daher immer klar unterschieden werden, ob es sich um die Faktenfindung der Statistik
handelt, welche sich wissenschaftlichen Regeln zu unterwerfen hat, oder ob es sich um die Inter-
pretation der Statistik handelt, die diesen Anspruch nicht fiir sich in Anspruch nehmen kann. Immer
wenn die beiden Prozesse miteinander vermischt werden, kann es zu einer Geringschatzung der
Statistik fiihren.

1.4 Tabellen

Eine geordnete Datensammlung wird auch als (statistische) Tabelle'® bezeichnet und ist die grund-
legende statistische Wiedergabeform. Sie ist grundsatzlich der Ursprung fiir alle weiteren Darstel-
lungsformen (siehe Abschnitt 3) und sollte deshalb immer erstellt werden.
Die statistische Tabelle hat verschiedene Bausteine, welche nachfolgend kurz beschrieben werden:
e Zu jeder Tabelle gehort eine Uberschrift, die in Kiirze angibt, worum es sich bei den wie-
dergegebenen Zahlen handelt.

18 siehe auch BOHLEY, 61996, S. 66ff.
19 table
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e Die Tabellenzellen bestehen meistens aus Zahlen.
e Der Zeitpunkt bzw. Zeitraum, auf den sich die Zahlen beziehen, muss in der Tabelle deut-
lich angegeben werden.
e Die Einheit und die Dimension der Einheit der Zahlen muss auch klar in der Tabelle er-
sichtlich sein (z.B. Tausend und m?).
e Falls die Zahlen eines zusatzlichen Kommentars bedirfen, ist dieser in einer Fussnote
anzugeben.
e Zu jeder Tabelle gehdrt auch eine Quellenangabe bzw. die Herkunft aller Zahlen ist zu
dokumentieren.
e Falls notwendig ist eine genaue Definition bzw. Literaturstellen mit den entsprechenden
Definitionen der Zahlen anzugeben.
e Nebst Zahlen enthalt die Tabelle auch haufig 'Symbole’. Z.B.
o '-'steht flr 'nichts vorhanden’,
o '0"oder'0.0' steht fir einen Wert, der (gerundet) kleiner ist als der angegebene Wert
(z.B. 0.3 oder 0.049),
o '.."oder "' steht fir 'die Angabe fallt spater an’,
o 'n.a.' steht fur 'nicht anwendbar' bzw. 'not applicable'.
Die Verwendung der Symbole ist nicht einheitlich geregelt, weshalb immer das Abkur-
zungsverzeichnis konsultiert werden sollte.
¢ Die Spalten?® und Zeilen?' in einer Tabelle sollten verstandlich bezeichnet werden.
¢ Summen und Kennzahlen sind speziell hervorzuheben. Dabei ist zu beachten, dass die
Summen manchmal aufgrund von Rundungsdifferenzen nicht der Summe der angegebenen
Zahlen entsprechen. Wenn dies der Fall ist, sollte auf diese Tatsache speziell hingewiesen
werden.

1.5 Nutzen und Missbrauch der Statistik>

Ein bekanntes Sprichwort, das dem englischen Staatsmann und Schriftsteller des 19. Jahrhunderts,
Benjamin Disraeli, zugeschrieben wird, besagt, dass es Liigen, verdammte Ligen und Statistiken
gibt. Zudem gibt es auch noch den Spruch: Zahlen ligen nicht, doch Lugner spielen mit den Zahlen
(figures don't lie, liars figure). Beide Aussagen beziehen sich auf den Missbrauch der Statistik, bei
der Daten in einer irrefihrenden Art und Weise dargestellt werden.

In der Folge werden ein paar Mdglichkeiten des Missbrauchs der Statistik aufgefihrt.
e Ein Durchschnitt reprasentiert nicht immer die Charakteristik aller Daten:

Mit dem Begriff 'Durchschnitt' bezieht man sich auf diverse Kennzahlen von Mittelwerten.
Normalerweise geht man davon aus, dass die Merkmalsauspragungen zusammengezahlt
und durch die Anzahl Vorkommnisse dividiert werden. Wenn also ein Liegenschaftenverkau-
fer sagt, dass der durchschnittliche Verkaufspreis von Einfamilienhauser in der Gegend CHF
900'000.00 betragt, dann denkt der Zuhdrer, dass die CHF 900'000.00 ein reprasentativer
Verkaufspreis aller Hauser in der Gegend darstellt. Angenommen in der Gegend waren funf
Einfamilienhduser zu folgenden Preisen verkauft worden: CHF 300'000.00, CHF 300'000.00,
CHF 360'000.00, CHF 540'000.00, CHF 3'000'000.00. In diesem Fall ware der durchschnitt-
liche Verkaufspreis tatsachlich CHF 900'000.00, aber dieser Preis ware kaum ein reprasen-
tativer bzw. typischer Verkaufspreis.

Mit diesem Beispiel soll gezeigt werden, dass mit Kennzahlen immer eine Reduktion des
Informationsgehaltes einhergeht, und dass diese meist dann ausschliesslich benutzt werden,
wenn sich dadurch die eigene Position verbessert.

20 colums

21 rows

22 siehe auch MASON, LIND, MARCHAL, 1967, 92000, S. 15f. Zu diesem Thema wurde schon viel geschrieben. Ein
einfach, interessant und witzig geschriebenes Buch ist z.B. BECK-BORNHOLDT, DUBBEN, 1998.
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¢ Grafische Darstellungen konnen dazu verwendet werden, den Leser visuell in die Irre
zu fuhren:
Angenommen die Steuerbelastung in einer Gemeinde sei auf das Doppelte gestiegen. Dies
kénnte z.B. wie folgt dargestellt werden:

Abb. 1: Visuelle Irrefithrung bezgl. Grosse versus Flache

s 9

Bei dieser Darstellung des obigen Sachverhalts hat man das $-Zeichen einfach doppelt so
gross gezeichnet. Dabei hat man (vielleicht willentlich) Gbersehen, dass visuell eine Vervier-
fachung vorgenommen wurde. Ein wichtiger Grundsatz bei grafischen Darstellungen besteht
darin, dass der 'Leser' der Darstellung visuell immer die Flache sieht, nicht aber nur eine
Dimension.

Eine weitere Moglichkeit, den Sachverhalt durch eine grafische Darstellung zu verzerren,
besteht darin, die Werteskala erst ab einem gewissen Wert zu beginnen oder die Werteskala
zu logarithmisieren. Die folgenden drei Darstellungen sollen dies verdeutlichen:

Abb. 2: Visuelle Irrefiihrung bezgl. Werteskala
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1000

100

log

Bei der ersten Darstellung beginnt die Werteskala bei Null, bei der zweiten bei 350. Allein
damit hat man erreicht, dass der Zuwachs der Zahlenreihe visuell fir den 'Leser' viel starker
steigt. Durch Logarithmieren der Werteskala bei der dritten Darstellung wird hingegen der
Zuwachs der Zahlenreihe drastisch 'entscharft'.

Sehr ahnliche Effekte erzielt man auch schon, indem man die Darstellung in die Hohe oder
Breite 'zieht'.

¢ Indem die Herkunft und der Umfang der Daten sowie die verwendeten statistischen
Methoden verschwiegen werden, konnen 'Fehlinterpretationen’ entstehen:
Angenommen in einer Werbung werde behauptet, dass zwei von drei Arzten ein bestimmtes
Medikament befiirworten. Der Trick bei dieser Behauptung besteht darin, dass jeder 'Nor-
malbirger' denkt, dass 67% aller Arzte dieses Medikament befiirworten. Uber die Frage, wie
viele Arzte effektiv befragt wurden und wie die Auswahl der befragten Arzte erfolgte, wird
aber in der Werbung keine Aussage gemacht.

¢ Ein auf mehrere Kommastellen angegebener Wert ist nicht unbedingt aussagekrafti-
ger als ein gerundeter Wert:
Sehr haufig wird versucht, durch die Angabe vieler Kommastellen das 'Vertrauen' in einen
Wert bzw. in die Statistik fur den 'Leser' zu erhéhen, obwohl vielleicht gerade schon bei dem
Zusammentragen der Daten nicht sehr genau vorgegangen wurde.
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2 HAUFIGKEITSVERTEILUNG

2.1 Erklarung am Beispiel

Wie bereits erwahnt, werden Methoden, die fliir die Beschreibung eines Daten-Sets verwendet wer-
den, als deskriptive bzw. beschreibende Statistik bezeichnet. Anders ausgedrickt, verwendet man
die deskriptive Statistik fir das Organisieren der Daten mittels unterschiedlicher Mittel, um hervor-
zuheben, in welche Richtung die Daten-Werte sich konzentrieren, und um den grdssten und kleins-
ten Wert zu eruieren.

Eine der wichtigsten Methoden zur Beschreibung eines Daten-Sets ist die Haufigkeitsverteilung,
welche in diesem Kapitel exemplarisch anhand eines Beispiels erldutert wird.

Eine Haufigkeitsverteilung?® entsteht dadurch, dass Daten in Kategorien2* - auch Klassen oder
Gruppen genannt - eingeteilt werden. Dadurch wird die Anzahl Beobachtungen in den sich
gegenseitiqg ausschliessenden? Kategorien ersichtlich.

2Die Aufzeichnung von Daten oder Beobachtungswerten in der gleichen Reihenfolge, wie sie ermit-
telt wurden, nennt man Urliste?’.

Abb. 3: Urliste Haufigkeitsverteilung

Ausschuss in Stlick pro Arbeitstag einer Produktionskostenstelle

Woche Montag Dienstag Mittwoch Donnerstag Freitag
1 12 6 11 13 8
2 6 7 8 9 9
3 8 10 9 10 11
4 10 4 11 11 10
5 8 10 11 10 15
6 5 9 10 8 11
7 11 8 12 9 10
8 8 11 7 12 9
9 7 9 10 10 9

10 9 10 7 9 10

Anhand dieser Urliste werden die Ursprungsdaten durch die folgenden vier Schritte pragnanter
dargestellt. Man muss sich jedoch bewusst sein, dass durch das Zusammenfassen (ab 2. Schritt)
auch ein gewisser Teil an Informationstiefe verloren geht.

23 frequency distribution

24 categories

25 mutually exclusive

26 siehe auch HUNZIKER, SCHEERER, 61984, S. 60.
27 raw material or ungrouped data
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1. Schritt: Auf- oder absteigend ordnen

Die Daten der Urliste werden auf- oder absteigend geordnet und man erhélt eine Rangliste.

Abb. 4: Rangliste Haufigkeitsverteilung, aufsteigend sortiert

Ausschuss in Stiick pro Arbeitstag einer Produktionskostenstelle
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2. Schritt: In Kategorien einteilen
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Meist genugt aber fur statistische Untersuchungen das blosse Ordnen des Urmaterials nach seiner
Grosse nicht aus. Man mochte auch wissen, wie oft die gleichen Beobachtungswerte auftreten.
Dadurch entsteht dann eine Haufigkeits- oder Frequenztabelle. Die Anzahl der Vorkommnisse
kann sowohl in absoluten Zahlen (absolute Haufigkeit) oder in Relation zur Gesamtzahl der Vor-

kommnisse (relative Haufigkeit) ausgewiesen werden.

Abb. 5: Haufigkeits- oder Frequenztabelle

Ausschuss in Stlck pro Arbeitstag einer
Produktionskostenstelle:

Ausschuss absolute relative
in Stiick pro Haufigkeit Haufigkeit
Arbeitstag
4 1 2%
5 1 2%
6 2 4%
7 4 8%
8 7 14%
9 10 20%
10 12 24%
11 8 16%
12 3 6%
13 1 2%
15 1 2%
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3. Schritt: Wenn nétiqg, in Kategorien zusammenfassen

Ist die Anzahl gleicher Beobachtungswerte zu umfangreich oder soll die Aussage noch weiter abs-
trahiert werden, muss die ungruppierte bzw. nicht klassierte Haufigkeitsverteilung noch weiter kom-
primiert werden. Dies geschieht durch Zusammenfassen der Beobachtungswerte in 'Kategorien'
- auch 'Klassen' oder 'Gruppen' genannt.

Far die Wahl der Anzahl von Kategorien geht man generell davon aus, dass nicht weniger als 5 und
nicht mehr als 15 Klassen gebildet werden sollen. Dabei ist immer zu beachten, dass mit einer zu
grosszlgigen Zusammenfassung unter Umstanden wertvolle Informationen 'verloren' gehen kén-
nen.

Die Kategorienintervalle?® sind so gegeneinander abzugrenzen, dass die Zuordnung der Beobach-
tungswerte klar hervorgeht bzw. kein Beobachtungswert mehr als einer Kategorie angehért2. Zu-
dem ist zu beachten, dass die Kategorienintervalle gleich gross sind. Wird letzteres nicht befolgt, ist
die Interpretation fur den Entscheidungstrager dusserst schwierig; bei einer korrekten grafischen
Darstellung (siehe Darstellung unter Schritt 4) sind auch entsprechende Korrekturen anzubringen.
Wenn z.B. das Kategorienintervall bei einer Kategorie doppelt so gross ist wie bei den Ubrigen Ka-
tegorien, ist bei der visuellen Darstellung die Haufigkeit des Vorkommens bei diesem um die Halfte
zu reduzieren. Erst dadurch erreicht man die visuell bzw. flachenmassig korrekte Darstellung.

Zur Vereinfachung bzw. fir eine weitere Komprimierung wird zudem davon ausgegangen, dass die
Beobachtungswerte innerhalb der Kategorien gleichmassig verteilt sind, was erlaubt, dass die Kate-
gorienmitte als Reprasentant der ganzen Kategorie betrachtet werden kann.

Wird wie oben beschrieben vorgegangen, erhalt man eine gruppierte Haufigkeitstabelle.

Abb. 6: Gruppierte Haufigkeitstabelle

Ausschuss in Stlick pro Arbeitstag einer
Produktionskostenstelle:

Ausschuss
in Stiick pro absolute relative
Arbeitstag: Haufigkeit Haufigkeit
Kategorien- Kategorien-
Intervall mitte
2-4 3 1 2%
5-7 6 7 14%
8-10 9 29 58%
11-13 12 12 24%
14 - 16 15 1 2%

28 class intervals
29 mutually exclusive
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4. Schritt: Grafische Darstellung

Soll die Haufigkeitsverteilung grafisch dargestellt werden, so sind auf der X-Achse (Abszisse) die
Beobachtungswerte bzw. Kategorienmitten3?, auf der Y-Achse (Ordinate) die Haufigkeit ihres Vor-
kommens darzustellen. Werden die so erhaltenen Punkte im X-Y-Diagramm miteinander verbunden,
entsteht ein Haufigkeitspolygon bzw. Polygonzug?'; wird jeweils Uber die ganze Klassenbreite auf
dem Niveau der Haufigkeit ihres Vorkommens eine horizontale Linie gezogen und verbindet man
diese Linien zu einer '"Treppe’ entsteht das Histogramm?2,

Um eine visuelle bzw. flachenmassig korrekte Darstellung zu erreichen, ist es wichtig, dass die
Flache unterhalb des Polygonzugs mit derjenigen innerhalb des Histogramms iiberein-
stimmt. Dies ist vor allem bei der ersten und letzten Klasse zu bertcksichtigen.

Abb. 7: Histogramm und Polygonzug
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2.2 Repetitionsfrage

2.21 Fahrkilometer einer PKW-Flotte3?

Die folgende Tabelle zeigt zusammengefasst die Anzahl Fahrkilometer (in 1'000 km),
welche die PKW's einer 'Flotte' von 190 Stlick gefahren sind, bevor die PKW's wegen eines
grosseren Schadens repariert werden mussten.

Distanz Haufigkeit
(in 1'000 km) (absolut)
bis und mit 60 32

ab 60 bis und mit 80 25

ab 80 bis und mit 100 34

ab 100 bis und mit 120 46

ab 120 bis und mit 140 33

ab 140 bis und mit 220 20

Fragestellung

Zeichnen Sie ein Histogramm der relativen Haufigkeiten der Fahrkilometer und
beschriften Sie sowohl die X- als auch die Y-Achse vollstandig, so dass das Histogramm
klar interpretiert werden kann.

33 siehe auch UPTON, COOK, 1996, 21997, S. 45.
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3 GRAFISCHE DARSTELLUNGEN

Unter dem Motto 'ein Bild sagt mehr, als tausend Worte' sollen in der Folge die verschiedenen Mdg-
lichkeiten von grafischen Darstellungen kurz besprochen werden. Die Popularitat von grafischen
Darstellungen ist nicht erst seit dem PC-Zeitalter sehr gross. Bereits friiher wurde erkannt, dass die
grafische Darstellung eines Sachverhalts fur den 'Normalbirger' viel einpragsamer ist, als die 'nack-
te' Auflistung von Zahlen. Dabei ist aber zu beachten, dass meistens grafische Darstellungen den
(zahlenmassigen) Sachverhalt abstrahieren und dadurch der Informationsgehalt reduziert wird. Es
gibt somit bei der Darstellung eines Sachverhalts eine Interdependenz zwischen der einpragsamen
Visualisierung und der Vermittlung von detaillierten Daten. Die Aufgabe des Statistikers besteht so-
mit darin, die beiden sich widersprechenden Anforderungen seridés gegeneinander abzuwagen.
Eine seri0s erstellte grafische Darstellung® muss sicherstellen, dass der Sachverhalt nicht verzerrt
wird. Eine der wichtigsten Voraussetzungen dazu besteht darin, dass der visuelle, flachenmassige
Aspekt berlicksichtigt wird (siehe die Ausfiihrungen unter 2).

Nachfolgend werden die bekanntesten grafischen Darstellungs-Typen vorgestellt.

3.1 Stamm-und-Blatt-Diagramme

Das Stamm-und-Blatt-Diagramm? ist eines der einfachsten Mdglichkeiten, numerische Daten zu
veranschaulichen. Die numerischen Merkmalsauspragungen werden dabei der Grésse nach ge-
ordnet und in einen Stamm- und einen Blattanteil zerlegt. Gleiche numerische Merkmalsauspra-
gungen werden nicht durch ihre Haufigkeit, sondern direkt wiedergegeben. Damit ist es mdglich,
auch die Verteilung innerhalb von Kategorien zu betrachten.

Anhand eines Beispiels soll die Vorgehensweise illustriert werden.

Die folgenden numerischen Messungen sind festgestellt und in einer Urliste aufgefihrt worden:

Abb. 8: Urliste Stamm-und-Blatt-Diagramm

96 88 127 113 108 117
139 94 125 155 112 97
112 132 125 106 134 156
118 125 120 113 138 120

93 117 95 96 94 89
142 107 155 103 127
135 111 104 139 119
136 143 103 124 148

Wird nun diese Urliste aufsteigend sortiert, ergibt sich folgendes Bild:

Abb. 9: Rangliste Stamm-und-Blatt-Diagramm, aufsteigend sortiert

88 97 112 120 132 143
89 103 112 120 134 148
93 103 113 124 135 155
94 104 113 125 136 155
94 106 117 125 138 156
95 107 117 125 139
96 108 118 127 139
96 111 119 127 142

34 grafic presentation
35  stem-and-leaf display
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Fir ein Stamm-und-Blatt-Diagramm ist es nun noch notwendig, dass der Stamm- und Blattanteil
definiert wird. Im obigen Beispiel sei der Blattanteil der letzte rechte Stellenwert der Merkmalsaus-
pragungen und der Stammanteil alle die sich davor befindlichen Stellen.

Dies bedeutet, dass die z.B. fiir die beiden festgestellten Merkmalsauspragungen '127' der Blattan-
teil gleich dem Wert '7' entspricht und der Stammanteil dem Wert '12'. Da die Merkmalsauspragung
"127' zwei Mal vorkommt, wird der Blattanteil von '7' auch zwei Mal nebeneinander im Stamm-und-
Blatt-Diagramm aufgefuhrt (siehe hervorgehobene Teile im untenstehenden Diagramm).

Das Stamm-und-Blatt-Diagramm wirde dann wie folgt aussehen?3s:

Abb. 10: Tabelle Stamm-und-Blatt-Diagramm, ausgewertet

Frequency Stem & Leaf
2.00 8 . 89
7.00 9 . 3445667
6.00 10 . 334678
9.00 11 . 122337789
8.00 12 . 00455577
7.00 13 . 2456899
3.00 14 . 238
3.00 15 . 556

Stem width: 10.00

Each leaf: 1 case(s)

3.2 Linien-Diagramme

Linien-Diagramme?” sind besonders geeignet, um den Verlauf einer Variable visuell aufzuzeich-
nen. Typischerweise werden die Werte der Variable (z.B. Anzahl verkauften Einheiten, Verkaufser-
I16s) auf der Y-Achse (Ordinate) und die entsprechende Zeitdimension auf der X-Achse (Abszisse)
eingetragen.

lllustratives erstes Beispiel: Verlauf des taglichen Aktienkurses der letzten 10 Jahre eines Industrie-
unternehmens:

Abb. 11: Liniendiagramm Aktienkursverlauf

35

20

25

20

15

10

=L o5 25 T 25 29 oo 01 oz

36 Das Stamm-und-Blatt-Diagramm wurde mit der Statistik-Software 'SPSS for Windows' erstellt.
87 line charts
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lllustratives zweites Beispiel: Verlauf der monatlichen Arbeitslosenrate der USA zwischen Anfang
1948 und Ende 2002 (in Prozent der zivilen Arbeitsbevolkerung)?e:

Abb. 12: Liniendiagramm Entwicklung Arbeitslosenrate USA

monatliche Arbeitslosenrate der USA von Anfang 1948 bis Ende 2002
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Monat

Bei der Erstellung von Linien-Diagrammen (insbesondere bei der Verwendung einer Software) ist
darauf zu achten, dass die Erfassung der Merkmalsauspragung mit gleich grossen Intervallabstan-
den bezlglich Zeitdimension bzw. X-Achse erfolgt. Sind die Intervallabstande der Zeitdimension un-
terschiedlich, entstehen 'Lucken’, die bei der Diagrammdarstellung berucksichtigt werden mussen.
Bei Verwendung einer Software darf in diesem Fall nicht der 'einfache' Linien-Diagramm-Typ ver-
wendet werden, sondern der Typ 'XY".

3.3 Saulen- und Balken-Diagramme

Saulen- und Balken-Diagramme? eignen sich besonders gut, um visuell Daten von quantitativen
Merkmalsauspragungen (Y-Achse bei Saulen-Diagramm) mit qualitativ sich unterscheiden-
den Merkmalen (X-Achse bei Saulen-Diagramm) gegeniiberzustellen. Um letzteres hervorzu-
heben, werden die verschiedenen Saulen bzw. Balken auch nicht aneinandergehangt, sondern wer-
den voneinander abgesetzt. Dies zeigt sich auch darin, dass mit Saulen- und Balkendiagrammen,
im Gegensatz zu Histogrammen und den Linien-Diagrammen, bei denen das Daten-Niveau 'mit In-
tervall' oder 'mit Verhaltniswert' vorhanden sein muss, jede Art von Niveau der Messung zugelassen
ist. Vielleicht ist dies auch der Grund, warum heutzutage so haufig Saulen- und Balkendiagramme
anzutreffen sind.

Zur lllustration seien die folgenden Balken-Diagramme uber den durchschnittlichen Treibstoffver-
brauch der Motorfahrzeuge fur das Jahr 1999 und 1966 in den USA aufgefihrt:4°

38 Im Gegensatz z.B. zu Statistik der Schweiz des Bundesamtes fiir Statistik [http://www.statistik.admin.ch/] kdnnen fast

alle Statistik-Daten der USA via Internet [http://www.fedstats.gov/] kostenlos heruntergeladen werden. Die Quelle die-
ser Daten stammt vom 'U.S. Departement of Labor; Bureau of Labor Statistics; Series ID: LFS21000000; vom
27.1.2003.

vertical and horizontal bar charts

Daten-Quelle: 'Energy Information Administration; Annual Energy Review 2001; Table 2.9 Motor Vehicle Mileage, Fuel
Consumption, and Fuel Rates, 1949-2000; vom 26.1.2003.'

39
40
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Abb. 13: Balkendiagramm Motorfahrzeug-Treibstoffverbrauch USA

durchschnittlicher Treibstoffverbrauch der Motorfahrzeuge fiir das Jahr 1999 in den USA

Treibstoffverbrauch in Liter pro 100 km

0.0 5;0 19.0 15.0 20.0 25.0 30.0 35.0 40.0 45.0
Personenwagen ‘ ‘ | 10.6
Vans, Kleintransporter, Sportwagen 7 | 13.8
Lastwagen 7 39.3
Alle Motorfahrzeuge 7 I 14.1

durchschnittlicher Treibstoffverbrauch der Motorfahrzeuge fiir das Jahr 1966 in den USA

Treibstoffverbrauch in Liter pro 100 km

0.0 5.‘0 19.0 1?.0 20.0 25.0 30.0 35.0 40.0 45.0
Personenwagen ‘ ‘ ‘ | 16.6
Vans, Kleintransporter, Sportwagen | 24.3
Lastwagen 7 42.2
Alle Motorfahrzeuge 7 I 19.0

3.4 Kreis-Diagramme

Kreis-Diagramme*' eignen sich besonders gut, um die Gliederung einer Summe von Merkmals-
tragern darzustellen (bzw. fir Daten mit nominalem Daten-Niveau), indem der Kreis in Sektoren
aufgeteilt wird, die im Verhaltnis zu den relativen Haufigkeiten der Untergliederungen stehen. Dabei
ist zu beachten, dass die Summe der Merkmalstrager gleich 360° ist und somit z.B. eine relative
Haufigkeit von 10% gleich einem Kreissektor von 36° entspricht.

Zur lllustration sei das folgende Diagramm Uber den Energiekonsum nach Endverbraucher-Sektoren
fur das Jahr 2000 in den USA aufgefihrt.42

M i
pie charts

42 Daten-Quelle: 'Energy Information Administration; Annual Energy Review 2001; Table 2.1a Energy Consumption by
Sector, 1949-2001; vom 26.1.2003."
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Abb. 14: Kreisdiagramm Energiekonsum-Struktur USA

Energiekonsum nach Endverbraucher-Sektoren fiir das Jahr 2000 in den USA

Falls mehrere Kreis-Diagramme nebeneinander aufgefiihrt werden, ist zu beachten, dass die Fla-
chen der Kreis-Diagramme im Verhaltnis zu den jeweiligen Merkmalstragersummen stehen missen.
Aus der Geometrie weiss man, dass die Flache eines Kreises wie folgt berechnet wird:

Kreisfliche = m - Radius?

Daraus ist ersichtlich, dass sich die Flachen von Kreisen nicht proportional zu ihren Radien bzw.
Durchmesser verhalten. Der Radienzusammenhang bei Kreisen ist viel mehr wie folgt:

Merkmalstragersumme j greis-piagramm

Radius ; greis-pi = Radius 1. greis-pi : =
. Kreis-Diagramm . Kreis-Diagrammes Merkmalstragersumme 1 KreiS_Diagramm

3.5 Weitere grafische Darstellungen

Es gibt eine unglaubliche Vielzahl weiterer Typen von grafischen Darstellungen. Jede Software
'bristet’ sich mit neuen Formen. Sehr haufig kann damit aber der Sachverhalt nicht 'anschaulicher'
dargestellt werden; ausser dem 'Uberraschungseffekt' wird meist mehr Verwirrung geschaffen.

Bei grafischen Darstellungen kann eigentlich nur empfohlen werden, méglichst einfache Darstel-
lungstypen zu benutzen. Dadurch wird der Sachverhalt in den Vordergrund gestellt, was eigentlich
das wahre Ziel sein sollte.
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3.6 Repetionsfragen

3.6.1 Geschwindigkeitsmessungen*?

Bei einer Probemessung eines Radargerates wurden folgende
Geschwindigkeiten in km/h von 30 Autos in einem Wohngebiet festgestellt.

45 51 50 52
46 49 50 54
48 52 51 54
48 57 51 55
48 50 51 52
49 51 51 55
50 52 51

50 52 51

3.6.2 Farbpraferenzen von Autokaufern

Ein Autoverkaufer interessiert sich fir die Farbpraferenzen seiner Kunden.
Fir einen Autotyp stellt er folgende Praferenzen fest:

schwarz weiss rot andere

12 23 16 18

3.6.3 Zivilstand in den USA*

In der folgenden Tabelle ist der Familienstand der mannlichen und weiblichen
Bevolkerung (15 Jahre und dartber) der USA vom Marz 2000 aufgefihrt.
[Quelle: U.S. Census Bureau]

Familien- Manner Frauen
stand (in % der gesamten 15-jahrigen und alteren Bevolkerung)
ledig 31.3 25.1
verheiratet 56.1 52.3
verwittwet 2.5 10.0
geschieden / getrennt 10.1 12.6

Stellen Sie die obige Tabelle in Form eines oder mehrerer Kreisdiagramme dar, wobei
angenommen werden kann, dass der Frauenanteil 60% betrage (Info: effektiv 51.8%).

43 siehe auch UPTON, COOK, 1996, 21997, S. 3+7.
44 siehe auch SPIEGEL, 1961, 21992, S. 32.
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3.6.4 Kartoffel-Ernte

Nachstehend ist die Kartoffel-Ernte der Farm der Familie Miller fur die Jahre 1990 bis
2000 in Tonnen aufgefihrt. Fir das Jahr 1996 sind leider keine Angaben vorhanden.

Jahr

2000
2001
2002
2003
2004
2005
2007
2008
2009
2010

Kartoffel-Ernte in Tonnen

200
185
225
250
240
195
225
250
230
235

Stellen Sie die Entwicklung der Kartoffel-Ernte moglichst sinnvoll graphisch dar.
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4 |INDEXZAHLEN®*

Ein Hauptproblem bei Darstellungen eines Sachverhalts besteht darin, dass sich der 'Normalburger'

sowohl unter den Einheiten als auch unter der Dimension der Einheiten haufig nichts vorstellen

kann. Deshalb bedient man sich fir die Beschreibung oder Charakterisierung von Sachverhalten
sehr oft der Verhéltniszahlen, d.h. einer Masszahl, die durch Quotientenbildung entsteht. Es gibt
drei Arten von Verhaltniszahlené:

e Gliederungszahl: Eine Teilgrésse wird zu ihrer Gesamtgrdsse in Beziehung gesetzt. Das Ergeb-
nis ist eine Anteilsangabe oder 'Quote’' bzw. 'Rate'. Z.B. Anteil des Anlagevermdgens bezlglich
der Aktiven, Anteil der Arbeitslosen bezlglich der Erwerbstatigen (Arbeitslosenquote), usw.

e Beziehungszahlen: Zwei wesensverschiedene, aber in sinnvollem Zusammenhang stehende
Grossen werden in Beziehung gesetzt. Z.B. Gewinn bezliglich Eigenkapital (Eigenkapitalren-
dite), Anzahl Arzte pro 1'000 Einwohner (Arztedichte), usw.

e Indexzahlen: Zwei inhaltlich gleichartige, sich auf verschiedene Zeitpunkte oder verschiedene
geographische Orte beziehende Grdossen werden in Beziehung gesetzt. Z.B. Preisniveau 1999
im Verhaltnis zum Preisniveau 1998, Steuerbelastung im Land A im Verhaltnis zur Steuerbelas-
tung im Land B, usw.

Auf die Gliederungs- und Beziehungszahlen wird nicht naher eingegangen, sondern lediglich auf
Indexzahlen.

Eine Indexzahl ist eine Zahl, welche die relative Verdanderung bezlglich Preis, Quantitat oder Wert
von einer Periode zu einer anderen ausdriickt.

Indexzahlen werden heute Ublicherweise als Prozentzahlen ausgedrickt. Im Basiszeitpunkt beginnt
eine Indexreihe daher mit 100 bzw. 100%, wobei die Bezeichnung % haufig weggelassen wird (siehe
z.B. Kursangabe bei Obligationen).

4.1 Ungewogener Index

Ein Elementarindex bzw. Einzelindex zeigt lediglich die Entwicklung eines Preises, einer Menge
oder eines Wertes. Damit ist es aber schwierig, sich einen Uberblick iiber eine Vielzahl von
Preisen, Mengen oder Werten zu verschaffen. Also versucht man anhand einer Zusammenfas-
sung dieses Problem zu I6sen. Eine Moglichkeit besteht nun darin, einen ungewogenen Index*?
aus den Summen zu berechnen. Eine weitere Methode, auf die hier nicht weiter eingegangen wird,
bestunde darin, den Durchschnitt aus den Einzelindizes zu bilden (siehe dazu Kapitel 4.4).

45 index numbers

46 nach BOHLEY, 61996, S. 29f.

47 nach MASON, LIND, MARCHAL, 1967, 192000, S. 611.
48 simple aggregate index
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Anhand eines Beispiels soll dies illustriert werden.

Abb. 15: Aktien-Portefeuille von Samula Waagener 2011 und 2015

Samuel Wagner besitzt Aktien von drei Gesellschaften. Weiter unten sind die Aktienkurse (Preise)
und die Anzahl der Aktien (Mengen), die er besitzt, per Ende 2011 und 2015 aufgefihrt.

Aktienkurs Aktienkurs Anzahl Aktien Anzahl Aktien

Gesellschaft per Ende 2011 per Ende 2015 per Ende 2011 per Ende 2015
in CHF in CHF in Stlck in Stlick

A 0.50 0.60 320 340

B 1.20 0.90 110 130

C 0.85 1.00 230 250

In der Folge sollen nun die Einzelindizes der Aktienkurse (Preise) sowie der ungewogene Aktien-
kursindex bzw. Preisindex des Aktien-Portefeuilles von Samuel Wagner berechnet werden, wobei
das Jahr 2011 als Basis-Periode angenommen wird.

Ein Preiseinzelindex berechnet sich wie folgt:

Preis Zeitpunkt t

Preiseinzelindex = -
Preis Basiszeitpunkt

Ein ungewogener Preisindex berechnet sich daher wie folgt:

_ L Preise zeipunktt 49

ungewogener Preisindex = -
g g Y. Preise Basiszeitpunkt

Fir das obige Beispiel ergibt dies fir die Aktienkurse folgende Resultate:

Abb. 16: Ungewogener Index (2015) Aktien-Portefeuille von Samuel Wagner

Aktienkurs-| ungewogener
Gesellschaft einzel- Aktienkurs-
indizes index
A 120.00 3
B 75.00 0
(2]
C 117.65

Der ungewogene Index%° hat zwei wesentliche Nachteile:

¢ Obwohl dieser Index als 'ungewogen' bezeichnet wird, erfolgt trotzdem eine Gewichtung, nam-
lich - im obigen Beispiel - bezuglich der Aktienkurse bzw. Preise. Da der Aktienkurs der Gesell-
schaft B gesunken ist und dieser einen hohen Aktienkurs aufweist, ist der ungewogene Aktien-
kursindex auch unter 100.

e Der andere Nachteil besteht darin, dass der ungewogene Index von den Einheiten abhangt.
Wirde im obigen Beispiel der Aktienkurs der Gesellschaft A in Rappen gemessen, ergabe sich
ein ungewogener Aktienkursindex (2015) von 118.92 [(60.00 + 0.90 + 1.00) / (560.00 + 1.20 +
0.85)]. Somit kénnte man mit der Anderung der Einheiten jedes beliebige Resultat 'generieren’.

49 Das Zeichen 'T' bzw. 'sigma’ bedeutet 'Summe aus'.
50 unweighted index
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4.2 Gewogene Indizes

Um die oben genannten Nachteile des ungewogenen Index' zu umgehen, hat man den gewogenen
Index>®! kreiert. Sofort ist die Problematik entstanden, mit welcher Gewichtung und zu welchem dies-
bezlglichen Zeitpunkt der gewogene Index berechnet werden soll.

Die erste Problematik wurde schnell geldst, indem bei einem Preisindex die Mengen als Gewichtung
herangezogen werden, und bei einem Mengenindex die Preise.

Bei der zweiten Problematik, ndmlich der Zeitpunkt der Gewichtung, gibt es zwei Mdglichkeiten:
¢ Gewichtung zum Basiszeitpunkt: Laspeyres-Index,
¢ Gewichtung zum aktuellen Zeitpunkt 't': Paasche-Index.

Daraus ergeben sich folgende Berechnungsformeln fir den Laspeyres- und Paasche-Index

Z(Prels Zeitpunktt ° Menge Basiszeitpunkt)

Z(Preis Basiszeitpunkt ° Menge Basiszeitpunkt)

Preisindex nach Laspeyres =

Z(Preis Zeitpunktt ° Menge Zeitpunkt t)

Z(Preis Basiszeitpunkt ° Menge Zeitpunkt t)

Preisindex nach Paasche =

Vorteile und Nachteile von Laspeyres und Paasche:

o Der Vorteil des Laspeyres-Index' besteht darin, dass man relativ schnell den Index erstellen
kann, d.h. man kann den Index auch ohne die aktuellen Mengen-Daten berechnen. Aus diesem
Grund werden auch die Konsumentenpreisindizes anhand des Laspeyresindexes berechnet. Bei
den Konsumentenpreisindizes besteht aber auch das Problem, dass die Mengen-Daten (auch
Warenkorb genannt) aus technischen und finanziellen Uberlegungen nur alle paar Jahre ermittelt
werden.

e Der Nachteil des Laspayres-Index' besteht darin, dass die Auswirkungen von Preisveranderun-
gen nicht bertcksichtigt werden. Beim Konsumentenpreisindex bedeutet dies, dass er tendenzi-
ell zu hoch ausfallt. Es wird namlich nicht berticksichtigt, dass teurer werdende Produkte norma-
lerweise durch billigere substituiert werden.

e Fur den Paasche-Index gelten die gleichen Aussagen wie fir den Laspeyres-Index, wobei die
Vor- und Nachteile auszutauschen sind.

Um die oben genannten Vor- und Nachteile 'zu neutralisieren' wurde ein weiterer Index 'kreiert',
namlich der sogenannte (ideale) Fisher-Index:

Der Preisindex nach Fisher berechnet sich wie folgt:

2
Index nach Fisher = J Index nach Laspeyres * Index nach Paasche

51 weighted indexes
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Fir das obige Beispiel ergibt dies fir die Aktienkurse folgende Resultate:

Abb. 17: Gewogene Indizes Aktien-Portefeuille (2015) von Samuel Wagner

Aktienkursindex nach Laspeyres = 521.00 / 487.50
106.87

Aktienkursindex nach Paasche = 571.00 / 538.50
106.04

Aktienkursindex nach Fisher = =

Nebst diesen drei Indizes, die sich entweder auf Preise oder Mengen beziehen, gibt es aber auch
noch den Wert-Index52, der sowohl die Verdnderungen in den Preisen als auch der Mengen
wiedergibt.

Eine wichtige Eigenschaft des Wert-Index' ist, dass er auch aufgrund der Multiplikation eines Preis-
und Mengen-Indexes berechnet werden kann, wobei einer der beiden ein Laspeyres-Index sein
muss und der andere ein Paasche-Index.

Der Wert-Index berechnet sich wie folgt:

Z(Preis Zeitpunktt © MENZE zeitpunke t)

Wert-Index = -
Z(Prels Basiszeitpunkt ° Menge Basiszeitpunkt)

Fir das obige Beispiel ergibt dies flr das Aktien-Portefeuille folgenden Wert-Index:

Abb. 18: Wert-Index Aktien-Portefeuille (2015) von Samuel Wagner
Wert-Index = 571.00 / 487.50
= 117.13

52 value index
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Die obigen Ausflihrungen zum Wertindex sollen anhand der folgendenden vier Darstellungen visu-
alisiert werden:

Abb. 19: Zusammenhang Laspeyres-, Paasche- und Wert-Index
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In Darstellung (a) bedeuten das innere und das dussere Rechteck je einen 'Wert', namlich das Pro-
dukt aus 'Preis mal Menge'. Der Wert-Index (schraffierte Flache) ist das daussere Rechteck dividiert
durch das innere Rechteck, bzw. der 'Wert' zum Zeitpunkt t dividiert durch den 'Wert' zum Basiszeit-
punkt.

Darstellung (b) zeigt den Preis- und Mengen-Index jeweils nach Laspeyres auf (siehe schraffierte
Flachen). Sofort ersichtlich dabei ist, dass eine 'Liicke' in der oberen rechten Ecke entsteht, da beim
Laspeyres-Index die Gewichtung immer zum Basiszeitpunkt erfolgt.

In den Darstellungen (c) und (d) sind die Preis- und Mengen-Indizes nach Paasche aufgezeichnet.
Hier - im Gegensatz zu Darstellung (b) - ist sofort ersichtlich, dass nicht eine 'Liicke’, sondern eine
'Uberschneidung' der beiden Flachen entsteht. Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass beim Paasche-
Index die Gewichtung immer zum Zeitpunkt t erfolgt.
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4.3 Umbasieren und Verketten von Index-Reihens:

Das Umbasieren’* von Indexreihen entspringt dem Bedlirfnis, mehrere Indexreihen mit unter-
schiedlichen Basiszeitpunkten ohne Zusatzberechnungen zu vergleichen. Mit dem Umbasie-
ren werden die unterschiedlichen Basiszeitpunkte der Indexreihen vereinheitlicht und dadurch trans-
parent vergleichbar gemacht.

Anhand eines Beispiels soll die Vorgehensweise verdeutlicht werden.

In der Folge sind die zwei Preisindizes der New York Stock Exchange U.S. 100 und des Dow Jones
Industrial Average American Stock Exchange aufgefihrt.

Abb. 20: Entwicklung Preisindizes NYSE U.S. 100 und des DJIA
Index-Stand Ende Jahr 2008 2009 2010 2011

NYSE U.S. 100 (NY.ID)
(31.12.1995 = 3'000) 4500.53 509573  5599.23  5584.42

Dow Jones Industrial Average (DJIA)
(26.5.1896 = 40.94) 8'776.39 10'428.05 11°577.51 12'217.56

Aufgrund der obigen Angaben kann kein direkter Vergleich zwischen den beiden Preisentwicklungen
herausgelesen werden, da die Basiszeitpunkte unterschiedlich sind. Um eine transparente Gegen-
Uberstellung zu erreichen, ist es hier am sinnvollsten, wenn neu der Index-Stand Ende 2008 als 100
'deklariert’ wird. Die 'neuen' Indexreihen kdnnen durch einfache 'Zweisatzrechnungen' umbasiert
werden.

Fir das obige Beispiel ergibt dies nun neu folgende Preisindizes, wobei - um keine 'scheinbare'
Genauigkeit vorzutduschen - die 'neuen' Indexreihen nur noch auf eine Stelle nach dem Komma
angegeben werden:

Abb. 21: 'Umbasierte’ Indizes NYSE U.S. 100 und DJIA

Index-Stand Ende Jahr (umbasiert) 2008 2009 2010 2011
NYSE U.S. 100 (NY.ID) 100.0 113.2 124.4 124.1
Dow Jones Industrial Average (DJIA) 100.0 118.8 131.9 139.2

Unter Verketten® von Indexreihen versteht man die Vorgehensweise, die gewahlt wird, wenn bei
gewogenen Indizes von Zeit zu Zeit ein neues Gewichtungsschema angewendet wird und
eine Vergleichbarkeit, trotz dadurch entstehender 'Entwicklungsbrliche', hergestellt werden soll.
Fir den Konsumentenpreisindex der Schweiz wird zum Beispiel alle 5 bis 10 Jahre ein neuer 'Wa-
renkorb' (Gewichtungsschema) ermittelt.

53 shifting the base
54 siehe auch BOHLEY, 61996, S. 53f. und MASON, LIND, MARCHAL, 1967, 12000, S. 630ff.
55 siehe auch BOHLEY, 61996, S. 54f. und MASON, LIND, MARCHAL, 1967, 12000, S. 630ff.
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Anhand eines Beispiels wird die Vorgehensweise verdeutlicht.
In der Folge sind zwei Reihen des schweizerischen Konsumentenpreisindex aufgefihrt, namlich
eine Reihe mit der Basis Dez. 2005 = 100 und die andere Reihe mit der Basis Dez. 2010 = 100.

Abb. 22: Zwei Reihen des Konsumentenpreisindex

Index-Stand (Ende) Dez. 2008 Dez. 2009 Dez. 2010 Dez. 2011 Dez. 2012

Landesindex der Konsumentenpreise 2005
(Dez. 2005 = 100) 103.3569 103.6491 104.1877

Landesindex der Konsumentenpreise
(Dez. 2010 = 100) 100.0000 99.2853 98.8540

Eine Verkettung von Indexreihen ist nur maglich, wenn bei den zwei Indexreihen eine 'Uberlappung’
besteht (siehe die beiden eingerahmten Indizes zum Zeitpunkt Dez. 2010). Durch diesen 'gemein-
samen Nenner' wird es moglich, die beiden Indexreihen miteinander zu verknipfen und die 'fehlen-
den' Indexwerte durch einfache 'Zweisatzrechnungen' zu berechnen.

Fir das obige Beispiel ergibt dies nun 'neu’ folgende Produzentenpreisindizes:

Abb. 23: 'Verkettete' Konsumentenpreisindizes

Index-Stand (verkettet) Dez. 2008 Dez. 2009 Dez. 2010 Dez. 2011 Dez. 2012

Landesindex der Konsumentenpreise 2005
(Dez. 2005 = 100) 103.3569 103.6491 104.1877 103.4431 102.9937

Landesindex der Konsumentenpreise
(Dez. 2010 = 100) 99.2026 99.4830 100.0000 99.2853 98.8540

4.4 Aktienkurs-Indizes in der Praxisss

Jeden Tag héren wir in den Nachrichten von der Veranderung des Dow Jones Industrial Average
(DJIA), dem Swiss Market Index (SMI) usw. Wenn man genau hinhdrt, merkt man schnell, dass die
verschiedenen Aktienkurs- bzw. Preis-Indizes sich unterschiedlich verandern. Die Grinde fir ge-
wisse Unterschiede sind klar (z.B. anderes Land, Borse, Aktien im "Warenkorb' usw.), andere
Grinde sind weniger klar. Letztere konnen grundsatzlich auf die teilweise unterschiedliche Art
und Weise der Gewichtung der Aktien im 'Warenkorb' zurlickgefuhrt werden.

Bei den Aktienkurs-Indizes werden prinzipiell drei Arten der Gewichtung der Aktien vorgenommen,
namlich:

e Preis bzw. Aktienkurs,

e Bodrsenkapitalisierung,

¢ ohne Gewichtung.

% siehe auch REILLY, BROWN, 62000, S. 155ff.
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Aktienkurs-Indizes mit Preis bzw. Aktienkurs als Gewichtung

Eine Preis- bzw. Aktienkurs-gewichtete Aktienkurs-Reihe ist das einfache arithmetische Mittel (siehe
auch Kapitel 5.1.1) der im Index vertretenen, aktuellen Aktienkurse. Der Aktienkurs-gewichtete
Aktienkurs-Index, der zur 'Familie' der 'ungewogenen Indizes' (siehe Kapitel 4.1) gehdrt, ist somit
die Summe aller im 'Warenkorb' sich befindenden Aktienkurse dividiert durch die Anzahl im
'Warenkorb' vertretenen Aktien bzw. Gesellschaften. Aufgrund dieser Berechnungsart hat somit
eine Aktie mit einem hohen Aktienkurs ein entsprechend hoheres Gewicht. Nimmt eine Gesellschaft
z.B. einen Aktien-Split vor, ist die 'Gewichtung' so zu korrigieren, wie wenn der Aktien-Split nicht
stattgefunden hatte.

Die Grundiberlegung zu dieser Art des Aktienkurs-Indexes besteht darin, dass angenommen wird,
der Investor habe in je eine Aktie (oder ein Vielfaches davon) jeder im Index vertretenen Ge-
sellschaft investiert.

Beispiele fir Aktienkurs-gewichtete Indizes sind:

e Dow Jones Industrial Average (DJIA) aus den 30 grossten Unternehmen, an der New York Stock
Exchange (NYSE)

o Nikkei - Dow Jones Average (NIKKEI) aus 225 Unternehmen, an der Tokyo Stock Exchange
(TSE)

Aktienkurs-Indizes mit Borsenkapitaliserung als Gewichtung

Eine Borsenkapitalisierungs-gewichtete Aktienkurs-Reihe entspricht dem Summenprodukt folgen-
der Daten: aktueller Aktienkurs mal Anzahl (ausstehende) Aktien der Gesellschaft, addiert Uber alle
im Index vertretenen Aktien. Der Borsenkapitalisierungs-gewichtete Aktienkurs-Index, der zur
'Familie' der 'gewogenen Indizes' oder genauer 'Wert-Indizes' (siehe Kapitel 4.2) gehort, ist somit
die aktuelle Summe aller im 'Warenkorb' sich befindenden Boérsenkapitalsierungen dividiert
durch die Summe aller im 'Warenkorb' sich befindenden Bérsenkapitalsierungen zum Basis-
zeitpunkt. Aufgrund dieser Berechnungsart hat somit eine Aktie mit einer hohen Borsenkapitalisie-
rung ein entsprechend héheres Gewicht.

Nicht jeder Index-Stand im Basiszeitpunkt entspricht dem Wert '100'. Z.B. hat der SMI das Basisjahr
1988 mit einem Wert von '1'500' festgelegt. Aus diesem Grund muss die oben definierte Indexbe-
rechnung mit dem Index-Stand zum Basiszeitpunkt multipliziert werden.

Die Grunduberlegung zu dieser Art des Aktienkurs-Indexes besteht darin, dass angenommen wird,
der Investor habe in jede Aktie im Verhiltnis zu ihrer Borsenkapitalisierung investiert.

Die Mehrzahl der Aktienkurs-Indizes sind Bdrsenkapitalisierungs-gewichtete Indizes. In der Folge
sind nur ein paar der bekanntesten beispielhaft aufgefuhrt:

e Standard & Poor's 500 Composite (S&P 500) aus 500 Unternehmen, an der New York Stock
Exchange (NYSE) und Over-the-Counter (OTC)

e New York Stock Exchange Index (NYSE) aus allen Unternehmen (oder aufgeteilt in vier Sekto-
ren), an der New York Stock Exchange (NYSE)

¢ National Association of Securities Dealers Automated Quotations (NASDAQ) aus 4'879 Unter-
nehmen (oder aufgeteilt in sechs Sektoren), Over-the-Counter (OTC)

e Swiss Market Index (SMI) aus 18 ausgewahlten Unternehmen, an der Schweizer Borse
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Aktienkurs-Indizes ohne Gewichtung

Bei einer Aktienkurs-Reihe ohne Gewichtung haben alle im Index vertretenen Aktienkurse das selbe
Gewicht, unabhangig davon wie hoch ihr Aktienkurs oder ihre Boérsenkapitalisierung ist. Der Aktien-
kurs-Index ohne Gewichtung, wobei die Aktienkurseinzelindizes die Basis bilden (siehe Kapitel
4.1), ist somit das einfache arithmetische oder geometrische Mittel (siche auch Kapitel 5.1.1
und 5.1.5) aus den Aktienkurseinzelindizes aller im 'Warenkorb' vertretenen Aktien bzw. Ge-
sellschaften. Aufgrund dieser Berechnungsart hat somit jede Aktie das gleiche Gewicht.

Der Aktienkurs-Index ohne Gewichtung gehort zur 'Familie' der 'ungewogenen Indizes'.

Die Grundiberlegung zu dieser Art des Aktienkurs-Indexes besteht darin, dass angenommen wird,
der Investor habe den gleichen absoluten Betrag in jeder im Index vertretenden Aktie inves-
tiert.

Beispiele fiir ungewichtete Aktienkurs Indizes sind:

e Value Line (VL) Composite Averages aus 1'695 Unternehmen (geometrisches Mittel), an der
New York Stock Exchange (NYSE), American Stock Exchange (AMEX) und Over-the-Counter
(OTC)

¢ Financial Times Ordinary Share Index aus 30 wichtigen Unternehmen (geometrisches Mittel), an
der London Stock Exchange (LSE)

Die meisten empirischen Untersuchungen werden anhand eines ungewichteten Aktienkurs-Indizes
(arithmetisches Mittel) durchgeftihrt.

Berechnungsbeispiel zu Aktienkurs-Indizes>’

Die Veranderungen der Aktienkurse von vier Aktien (d.h. Alpha, Beta, Gamma und Delta) sollen
anhand eines Aktienkurs-Indexes aufgezeichnet werden. Folgende diesbezligliche Daten seien be-
kannt:

Abb. 24: Veranderungen Aktienkurse von vier Aktien

Aktie Anzahl Aktien Aktienkurs
t=0 t=1
Alpha 1’000 60.00 80.00
Beta 10’000 20.00 35.00
Gamma 30000 18.00 25.00
Delta 50’000 10.00 15.00

Gemass den oben erwahnten drei moglichen Arten der Gewichtung kénnen folgende Aktienkurs-
Indizes ermittelt werden:

57 siehe auch REILLY, BROWN, 62000, S. 176.
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Abb. 25: Aktienkurs-gewichteter Aktienkurs-Index

Aktie Aktienkurs
t=0 t=1
Alpha 60.00 80.00
Beta 20.00 35.00
Gamma 18.00 25.00
Delta 10.00 15.00
Summe 108.00 155.00
Divisor 4 4
@ = Index-Stand 27.00 38.75
Index-Veranderung 43.52%

Abb. 26: Borsenkapitalisierungs-gewichteter Aktienkurs-Index

Aktie Anzahl Aktien Aktienkurs Bdrsenkapitalisierung
t=0 t=1 t=0 t=1
Alpha 1’000 60.00 80.00 60°000.00 80°000.00
Beta 10’000 20.00 35.00 200°000.00 350°000.00
Gamma 30’000 18.00 25.00 540°000.00 750°000.00
Delta 50’000 10.00 15.00 500'000.00 750°000.00
Summe 108.00 155.00 1’300°000.00 1'930°000.00
Index-Stand (t = 0 sei 1'500) 1°500.0 2’226.9
Index-Veranderung 48.46%
Abb. 27: Aktienkurs-Index ohne Gewichtung
Aktienkurs-
Aktie Aktienkurs einzel- Basis:
t=0 t=1 indizes t=1versus 0
Alpha 60.00 80.00 1.3333
Beta 20.00 35.00 1.7500
Gamma 18.00 25.00 1.3889
Delta 10.00 15.00 1.5000
Index-Veranderung (arithmetisches Mittel) 1.4931 bzw. 49.31%
Index-Veranderung (geometrisches Mittel) 1.4849 bzw. 48.49%
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4.5 Repetitionsfragen

451 Konzernumsatz-Entwicklung

Berechnen Sie aufgrund der untenstehenden Angaben die prozentuale Veranderung (gegenuber
Vorjahr) des konsolidierten Umsatzes des Konzerns in Konzernwahrung sowie die prozentuale Ver-
anderung (gegenlber Vorjahr) aufgrund von Wechselkursabweichungen und die prozentuale Ver-

anderung (gegentuber Vorjahr) aufgrund von Umsatzabweichungen in Lokalwahrungen.

Umsétze 2011

Land /
Konzern

USA
Grossbritannien
Deutschland
Schweiz

Total Konzern

Umséatze 2012

Land /
Konzern

USA
Grossbritannien
Deutschland
Schweiz

Total Konzern

"Translation-
Kurs'
2011

Po

0.888
1.421
1.233
1.000

"Translation-
Kurs'
2012

Pi

0.939
1.487
1.205
1.000

Umsatz
in Lokal-
wahrung

(in 1'000)
%o

4’500
2’500
6’000
12°000

Umsatz
in Lokal-
wahrung
(in 1'000)

qi

5000
3000
6’100
11’900

Umsatz

in Konzern-
wahrung
(in 1'000)

3'996
3’553
7’398
12°000

26'947

Umsatz

in Konzern-
wahrung
(in 1'000)

4’695
4’461
7’351
11’900

28’407
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4.5.2 Auswirkung der Inflation auf die Erfolgsrechnung eines Unterneh-

mens

Berechnen Sie aufgrund der untenstehenden Angaben den relativen Einfluss der Inflation auf den
budgetierten Reingewinn 2013 der Handels-AG.

IST-Erfolgsrechnung der Handels-AG 2012

Materialaufwand 150 | Erlés 250
Personalaufwand 50
Ubriger Verwaltungs- und
Vertriebsaufwand 30
Betriebserfolg 20
250 250

voraussichtliche "Preisveranderungen":

Materialaufwand 8.0% Erlos 5.0%
Personalaufwand 2.0%
Ubriger Verwaltungs- und
Vertriebsaufwand 1.5%
4.5.3 Preis- und Mengenentwicklung eines Schnellimbissrestaurants in Zi-

rich®®

Ein Schnellimbissrestaurant in Zurich hat zwei verschiedene Fastfood-Angebote, namlich A und B.
Der Geschéftsfuhrer mochte die Preis- und Mengenentwicklung des Angebots im Jahr 2012 gegen-
Uber 2011 untersuchen. Leider fehlen ihm die Mengenangaben flir das Jahr 2011. Die Gbrigen Preise
und verkauften Mengen der beiden Angebote sind in der folgenden Tabelle aufgefihrt.

Preis in Preis in Menge in

Fastfood- (CHF / Stk.)] (CHF / Stk.) (1'000 Stk.)
Angebot 2011 2012 2012
A 5.25 5.50 8

B 3.50 3.25 20

e Berechnen Sie aufgrund der Ihnen zuganglichen Daten einen Preisindex und bezeichnen Sie
den berechneten Index. Welche Aussagen kdénnen Sie aufgrund lhrer Berechnungen machen?
o Es sei lhnen bekannt, dass die durchschnittlich verkauften Mengen 2012 im Fastfood-Angebot
(bewertet zu den Preisen von 2011) um 5% rucklaufig waren. Aufgrund dieser Angabe ist zu
berechnen, wie sich der Umsatz im Schnellimbissrestaurant 2012 gegenuber 2011 entwickelt

hat.

58 siehe auch ECKSTEIN, 1998, S. 23+128.
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Als neuer Controller eines Handelsunternehmens werden Sie beauftragt, die Einkaufs- und Ver-
kaufsentwicklung der drei A-Artikel, Celfa 1, Celfa 2 und Celfa 3, zu untersuchen. Die drei A-Artikel
werden in der Artikelgruppe 'Celfa' zusammengefasst. Diese Artikelgruppe ist fir die Zukunft des

Einkaufs- und Verkaufspreisentwicklung eines Handelsunternehmens

Unternehmens von strategischer Bedeutung.
Folgende Daten sind Ihnen bekannt:

Jahr Einkaufspreis pro Einheit Verkaufspreis pro Einheit

Celfa 1 Celfa 2 Celfa 3 Celfa 1 Celfa 2 Celfa 3
2010 2.50 4.00 8.00 10.00 5.00 10.00
2011 3.00 5.00 8.50 10.50 4.50 11.00
2012 3.50 6.00 7.00 11.50 4.00 11.00
Jahr Einkaufsmenge in Einheiten Verkaufsmenge in Einheiten

Celfa 1 Celfa 2 Celfa 3 Celfa 1 Celfa 2 Celfa 3
2010 500 600 1’000 200 300 700
2011 750 620 1°050 350 500 700
2012 800 560 1°025 100 700 705

Berechnen Sie flr die Artikelgruppe 'Celfa' sowohl eine Einkaufspreis- als auch eine Verkauf-
preisindex-Entwicklung seit 2010 (nach Laspeyres).

Runden Sie erst die Endresultate Ihrer Berechnungen auf zwei Stellen nach dem Komma (zu
einer Basis von 100 'Punkten’).

Welche Aussagen kénnen aufgrund der Einkaufspreis- und Verkaufpreisindex-Entwicklung seit
2010 fir die Artikelgruppe 'Celfa’ (siehe lhre obigen Ergebnisse) gemacht werden?

(Begriinden Sie Ihre Aussagen nicht nur verbal, sondern untermauern Sie diese mit Berechnun-
gen.)

Ihr Vorganger hat auf der Basis 2008 fur das Jahr 2009 und 2010 fir die Artikelgruppe 'Celfa’
die folgende Einkaufspreis- und Verkaufpreisindex-Entwicklung (nach Laspeyres) erstellt:

Einkaufspreis- Verkaufspreis-

Artikelgruppe 'Celfa’ Index Index
2009 105.23 102.30
2010 106.80 107.10

Leider besitzen Sie aber keine Detail-Unterlagen mehr. Sie sollten aber gegeniber der Ge-
schaftsleitung trotzdem eine Aussage machen, wie sich die Einkaufspreis- und Verkaufpreisin-
dex-Entwicklung von 2008 bis 2012 verandert hat.

(Begriinden Sie lhre Aussagen nicht nur verbal, sondern untermauern Sie diese - falls mdglich -
mit Berechnungen.)
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5 MITTELWERTE UND KENNZAHLEN DER STREUUNG

5.1 Mittelwerte>

In frGheren Kapiteln wurde dargelegt, wie Rohdaten (Urliste) zu transformieren sind, damit sie aus-
sagefahig bzw. sinnvoll werden. Zudem wurde auch gezeigt, dass anhand von Grafiken die Daten
visuell pragnant abgebildet werden kénnen. Erwahnt wurde dabei aber auch, dass damit sehr haufig
der Informationsgehalt reduziert wird.

In der Folge werden nun Methoden beschrieben, wie die Daten durch eine Kennzahl umschrieben
werden kdénnen. Diese Kennzahlen werden auch als Masszahl der 'zentralen Tendenz'®® oder
einfach Durchschnitt®’ bezeichnet.

Es gibt aber nicht nur eine Masszahl der 'zentralen Tendenz', sondern sehr viele. Hier werden die
folgenden finf Kennzahlen behandelt:

e das einfache (arithmetische) Mittel,

das (gewichtete) arithmetische Mittel,

der Median,

der Modus,

das geometrische Mittel.

511 Einfaches arithmetisches Mittel

Haufig umfassen statistische Untersuchungen alle Werte in einer Grundgesamtheit. Flir Rohdaten
berechnet sich das einfache arithmetische Mittel®2 aus der Summe aller Werte dividiert durch
die Anzahl der Werte in der Grundgesamtheit.

Das einfache arithmetische Mittel einer Grundgesamtheit® berechnet sich somit wie folgt:

_ XX
N

U

u steht fUr das einfache arithmetische Mittel einer Grundgesamtheit [mi]

N ist die Anzahl von Werten in der Grundgesamtheit

x; steht fUr einen Wert der Grundgesamtheit

Y ist das Summenzeichen 'sigma’ und zeigt die mathematische Operation
des Summierens an

2x; ist die Summe aller x; — Werte

Falls bei einer statistischen Untersuchung nicht die Grundgesamtheit zugéanglich bzw. erfasst wird,
sondern nur eine Stichprobe daraus, wird das einfache arithmetische Mittel zwar gleich berechnet,
doch die Notation andert sich ein bisschen: anstelle von 'u' steht nun neu 'x' und anstelle von 'N'
steht nun neu 'n'.

59 measures of location

60 measure of central tendency
61 average

62 arithmetic mean

63 population
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Das einfache arithmetische Mittel einer Stichprobe®* berechnet sich somit wie folgt:

XX

n

X =

x steht fur das einfache arithmetische Mittel einer Stichprobe [x quer]
n ist die Anzahl von Werten in der Stichprobe
x; steht fUr einen Wert der Stichprobe

Das einfache arithmetische Mittel hat verschiedene wesentliche, positive Eigenschaften®s:

e Jedes Daten-Set mit einem 'Daten-Niveau mit Intervall' und 'Daten-Niveau mit Verhaltniswert'
weist ein einfaches arithmetisches Mittel auf.

o Alle Werte werden bei der Berechnung des einfachen arithmetischen Mittels miteinbezo-
gen.

e Ein Daten-Set hat nur ein einfaches arithmetisches Mittel.

e Das einfache arithmetische Mittel ist eine gute Masszahl, um zwei oder mehrere Grundgesamt-
heiten zu vergleichen.

¢ Das einfache arithmetische Mittel ist der einzige Mittelwert, bei dem die Summe der Ab-
weichungen jedes einzelnen Wertes vom einfachen arithmetischen Mittel immer Null
ergibt, d.h. }(x; -X) = 0.

Aufgrund der letzten Eigenschaft wird das einfache arithmetische Mittel auch als 'Schwerpunkt' eines
Daten-Sets bezeichnet. Dadurch ist es auch mdglich, die Summe aller Werte des Daten-Sets indirekt
anhand der Multiplikation des einfachen arithmetischen Mittels mit der Anzahl von Werten im Daten-
Set zu berechnen.

Anhand von zwei Beispielen sollen die obigen Berechnungen illustriert werden.

In der unten stehenden Tabelle sind die Kilometerstande von finf PKW eines Unternehmens aufge-
fuhrt. Wie gross ist das einfache arithmetische Mittel der Kilometerstande?

Abb. 28: Einfaches arithmetisches Mittel der Kilometerstdnde von fiinf PKW

PKW Kilometerstand
a 80’000
b 20’000
c 45’000
d 14’000
e 10’000
einfaches
arithmetisches 33’800
Mittel
64 sample

65  siehe MASON, LIND, MARCHAL, 1967, 92000, S. 68.
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Eine Stichprobe von funf Manager hat ergeben, dass sie die weiter unten aufgefiihrten Boni letztes
Jahr erhalten haben. Wie gross ist das einfache arithmetische Mittel der Boni der finf Manager?

Abb. 29: Einfaches arithmetisches Mittel der Boni von fiinf Manager

Manager Bonus in CHF

A 30°000.00

B 15°000.00

C 40’000.00

D 70°000.00

E 15°000.00

einfaches
arithmetisches 34°000.00
Mittel

5.1.2 Gewogenes arithmetisches Mittel

Das gewogene arithmetische Mittel% ist ein Spezialfall des einfachen arithmetischen Mittels. Er tritt
immer dann auf, wenn mehrere Werte in einer Grundgesamtheit oder Stichprobe gleich gross
und die Rohdaten in einer relativen oder absoluten Haufigkeitsverteilung aufgefihrt sind.

Das gewogene arithmetische Mittel einer Stichprobe berechnet sich nun wie folgt:

s 2(w; - x;)
2 Wi
% steht fUr das gewogene arithmetische Mittel einer Stichprobe [x quer]
x; steht fUr einen Wert einer Stichprobe, bzw. eine Kategorienmitte bei
Haufigkeitsverteilungen
w; ist die relative oder absolute Haufigkeit des Vorkommens von x;
Xw; steht flr die Summe der relativen oder absoluten
Haufigkeiten und ist entweder 1 oder n

Das oben aufgeflihrte Bonus-Beispiel der Manager sahe in diesem Spezialfall wie folgt aus:

Abb. 30: Gewogenes arithmetisches Mittel der Boni von fiinf Manager

Bonus in CHF Anzahl Manager

15°000.00 2

30°000.00 1

40’000.00 1

70°000.00 1
Total 5

gewogenes
34°000.00 arithmetisches
Mittel

66 weighted mean
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5.1.3 Median

Beim einfachen arithmetischen Mittel wurde bei den wichtigen Eigenschaften aufgefihrt, dass alle
Werte bei der Berechnung des Mittels miteinbezogen werden. Dies hat aber den Nachteil, dass
besonders grosse oder kleine Werte im Daten-Set dazu fihren kénnen, dass das einfache arithme-
tische Mittel nicht mehr als geeignete Masszahl der 'zentralen Tendenz' herangezogen werden kann,
bzw. dieses nicht mehr die 'zentrale Tendenz' reprasentiert. In einem solchen Fall ist es besser, den
Mediané” zu berechnen.

Der Median ist derjenige Wert, bei dem - nachdem das Daten-Set in auf- oder absteigender
Reihenfolge geordnet wurde - sowohl 50% der Datenvorkommnisse oberhalb als auch unter-
halb zu liegen kommen, bzw. die Daten in zwei Halften teilt.

Im oben aufgeflihrten Bonus-Beispiel der Manager sahe die Median-Berechnung somit wie folgt aus:

Abb. 31: Median der Boni von fiinf Manager

Manager Bonus in CHF

15°000.00
15°000.00
30'000.00
40°000.00
70’000.00

OOoO>»mwm

Median 30°000.00

Falls die Anzahl der Vorkommnisse eine gerade Zahl ist, muss fir die Berechnung des Medians,
das einfache (arithmetische) Mittel aus den am nachsten liegenden Vorkommniswerten gebildet
werden. Der Median ist also derjenige Wert, der beim Vorkommnis '(n + 1) / 2" auftritt. Bei einer
geraden Anzahl von Vorkommnissen, liegt der Median deshalb genau zwischen zwei Vorkommnis-
werten. Bei Haufigkeitsverteilungen muss hingegen 'interpoliert’ werden, d.h. man unterstellt eine
gleichmassige Verteilung in der Kategorie und proportionalisiert entsprechend.

Wenn z.B. im oben aufgefuhrten Bonus-Beispiel der Manager noch ein sechster Manager eine Bo-
nus-Angabe geliefert hatte (Manager F mit Bonus 35'000.00), ergabe dies die folgende Median-
Berechnung:

Abb. 32: Median der Boni von sechs Manager

Manager Bonus in CHF
B 15°000.00
E 15°000.00
A 5 30°000.00
F 35°000.00
C 40’000.00
D 70°000.00
Median 32°500.00
67 median
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Der Median hat folgende positive Eigenschaften®s:

¢ Jedes Daten-Set weist nur einen Median auf.

e Der Median wird nicht durch besonders grosse oder kleine Werte im Daten-Set beeinflusst
und ist deshalb - bei vorliegen solcher 'Extremwerte’ eine geeignete Masszahl der 'zentralen
Tendenz'.

e Der Median kann fur jedes Daten-Set berechnet werden, ausser fir eines mit einem 'nominalen
Daten-Niveau'.

51.4 Modus

Es gibt noch eine weitere Masszahl der 'zentralen Tendenz', namlich den Modus®®.

Der Modus ist derjenige Wert (bzw. die diesbezlgliche Kategorienmitte bei Haufigkeitsverteilun-
gen) der am haufigsten vorkommt, und er eignet sich besonders gut zur Berechnung von Daten-
Sets mit 'nominalem' und 'ordinalem Daten-Niveau'.

Im oben aufgefihrten Bonus-Beispiel der Manager séahe die Modus-Berechnung somit wie folgt aus:
(Zwei Manager (A* und E*) haben den gleichen Bonus, wodurch der Bonus von CHF 15'000.00 am
haufigsten auftritt.)

Abb. 33: Modus der Boni von fiinf Manager

Manager Bonus in CHF
A 30°000.00
B* 15°000.00
C 40°000.00
D 70’000.00
E* 15°000.00

Modus 15’000.00

Der Modus hat folgende positive Eigenschafteno:

¢ Der Modus kann fiir jedes Daten-Set berechnet werden, unabhangig welches Daten-Niveau vor-
handen ist.

e Der Modus wird nicht durch besonders grosse oder kleine Werte im Daten-Set beeinflusst
und ist deshalb - bei vorliegen solcher 'Extremwerte' eine geeignete Masszahl der 'zentralen
Tendenz'.

Der Modus hat aber auch zwei wichtige Nachteile, weshalb er weniger angewendet wird als das
arithmetische Mittel oder der Median.

e Frviele Daten-Sets kann der Modus liberhaupt nicht berechnet werden, da keiner der Werte
mehr als einmal vorkommt.

o Haufig gibt es aber auch mehrere Modi in einem Daten-Set, namlich immer dann, wenn gewisse
Werte gleich haufig auftreten. In diesem Fall ist der Modus auch kaum eine geeignete Masszahl
fur die 'zentrale Tendenz'.

68  siehe MASON, LIND, MARCHAL, 1967, 192000, S. 73.
69 mode
70 siehe MASON, LIND, MARCHAL, 1967, 92000, S. 73.
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5.1.5 Geometrisches Mittel

Das geometrische Mittel”* eignet sich besonders gut, um den Durchschnitt von Prozenten, Indizes
oder Wachstumsraten zu berechnen.

Das geometrische Mittel eines Daten-Sets von n (positiven) Werten ist die n-te Wurzel aus
der Multiplikation aller n Werte miteinander.

Das geometrische Mittel berechnet sich somit wie folgt:

xGM=1i/x1'x2'x3““xn=r\l/HXi

Anhand eines Beispiels soll die obige Berechnung illustriert werden.

Ein Unternehmen weist die weiter unten aufgefihrten Umsatzwachstumsraten (gegenuber Vorjahr)
auf. Wie gross ist das geometrische Mittel, bzw. der durchschnittliche Umsatzzuwachs pro Jahr,
wahrend der funf Jahre?

Abb. 34: Jahrliches Umsatzwachstum eines Unternehmens

Jahr Umsatzwachstum
gegenuber Vorjahr

2019 3.0%
2020 4.5%
2021 5.0%
2022 7.0%
2023 1.0%

Bei der Berechnung des geometrischen Mittels muss beachtet werden, dass die prozentualen
Wachstumsraten in Einzelindexwerte umgewandelt werden, d.h. z.B. wird ein Wachstum von 3% in
den Einzelindexwert '1.03' umgewandelt. Erst wenn dies fir alle prozentualen Wachstumsraten ge-
macht wurde, kann das geometrische Mittel berechnet werden.

Fir das obige Beispiel misste das geometrische Mittel wie folgt berechnet werden:

Abb. 35: Geometrische Mittel jahrliches Umsatzwachstum eines Unternehmens

Jahr Umsatzwachstum
gegenuber Vorjahr

2019 1.030
2020 1.045

2021 1.050
2022 1.070
2023 1.010
geometrisches 1.0408
Mittel bzw.
4.08%

1 geometric mean
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Das geometrische Mittel hat die Eigenschaft, dass es immer kleiner oder gleich gross ist wie das
arithmetische Mittel.

Wenn lediglich die beiden Eckdaten eines Daten-Sets bekannt sind, ist es sinnvoll, das geometri-
sche Mittel anzuwenden. Nur dadurch kann die 'Zinseszinswirkung' des Wachstums korrekt bertick-
sichtigt werden.

Anhand des folgenden Beispiels wird dies illustriert.

Ein Unternehmen hatte im Jahr 2022 einen Umsatz von CHF 15 Mio.; 2012 war der Umsatz erst
CHF 5 Mio. Wie gross war das durchschnittliche, jahrliche Umsatzwachstum wahrend dieser Zeit?

Diese Fragestellung kann mit dem geometrischen Mittel beantwortet werden.

1015
Xy = /? =3=1116=11.6%
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5.2 Kennzahlen der Streuung

Im letzten Kapitel ging es darum, Masszahlen der 'zentralen Tendenz' kennenzulernen. Durch eine
einzige Kennzahl ist es aber haufig nicht mdglich, ein Daten-Set hinlanglich zu umschreiben. Also
ist man sehr schnell auf die Idee gekommen, das Daten-Set auch anhand von Masszahlen be-
ziiglich Streuung bzw. Variabilitat zu 'erfassen’.

Warum Kennzahlen bezlglich Streuung bzw. Variabilitat eine besondere Bedeutung haben, zeigt
sich darin, dass damit auch die 'Treffsicherheit' der Masszahl der 'zentralen Tendenz' ausgedrickt
werden kann: Eine kleine Streuung bedeutet hohe 'Treffsicherheit' und bedeutet fiir die Mass-
zahl der 'zentralen Tendenz', dass sie das Daten-Set reprasentativ umschreibt; ist hingegen
die Streuung gross, verliert die Masszahl der 'zentralen Tendenz' an 'Wert' bzw. ist sie nicht mehr
so reprasentativ. Mit dieser Aussage kann auch hergeleitet werden, dass fir den 'Normalburger' mit
einer Masszahl bezlglich Streuung auch das im Daten-Set vorhandene Risiko umschrieben wird.

Wie bereits bei den Mittelwerten, gibt es auch bei den Kennzahlen der Streuung deren viele. Einige
(z.B. Spannweite) umschreiben die ganze Streuung, andere hingegen (z.B. Varianz, Standardab-
weichung) beziehen sich auf das arithmetische Mittel.

5.2.1 Spannweite

Die einfachste Kennzahl bezlglich Streuung ist die Spannweite™.
Die Spannweite ist die Differenz zwischen dem héchsten und niedrigsten Wert im Daten-Set.

Die Spannweite berechnet sich somit wie folgt:

Spannweite = hochster Wert - niedrigster Wert

Im oben aufgefuihrten Bonus-Beispiel der Manager wurde sich die Spannweite wie folgt berechnen:

Abb. 36: Spannweite der Boni von fiinf Manager

Manager Bonus in CHF

15°000.00
15°000.00
30°000.00
40’000.00
70°000.00

OOoO>r»mwm

Spannweite 55°000.00
Die Spannweite hat jedoch auch zwei wesentliche Nachteile:

e Die Spannweite bezieht sich nur auf den héchsten und niedrigsten Wert im Daten-Set. Uber
die Verteilung zwischen diesen zwei Werten wird nichts ausgesagt.

¢ Die Spannweite ist durch die 'Extremwerte' bestimmt, was nicht immer reprasentativ sein
muss.

72 measures of disperson
3 range
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5.2.2 Quartile

Um den ersten Nachteil der Spannweite zu 'korrigieren', hat man - in Anlehnung an den Median -
zwei zusatzliche Kennzahlen der Streuung 'kreiert', namlich das 1. und 3. Quartil’4. Das 2. Quartil
wird nicht speziell hervorgehoben, da dies dem Median entspricht.

Das 1. (bzw. 3.) Quartil ist derjenige Wert, bei dem - nachdem das Daten-Set in aufsteigender
Reihenfolge geordnet wurde - 25% der Datenvorkommnisse unterhalb (bzw. oberhalb) zu lie-
gen kommen.

Das 1. Quartil ist derjenige Wert, der beim Vorkommnis '(n + 1) / 4" auftritt, das 3. Quartil beim
Vorkommnis '(n + 1) - %4'. Ergibt dies keine ganze Zahl, muss - wie auch bei Haufigkeitsverteilungen
- 'interpoliert’ werden.

Im oben aufgefihrten Bonus-Beispiel der Manager sadhe die 1. und 3. Quartils-Berechnung somit
wie folgt aus:

Abb. 37: 1. und 3. Quartil der Boni von funf Manager

Manager Bonus in CHF
B 15°000.00
—_—
E 15°000.00
A 30°000.00
C . 40°000.00
D 70°000.00
1. Quartil 15°000.00
3. Quartil 55°000.00

5.2.3 Mittlere bzw. durchschnittliche absolute Abweichung vom arithmeti-
schen Mittel

Um auch den zweiten Nachteil der Spannweite zu 'korrigieren', hat man - in Anlehnung an die Vor-
gehensweise beim arithmetischen Mittel - eine weitere Kennzahl der Streuung 'kreiert', namlich die
mittlere bzw. durchschnittliche absolute Abweichung vom arithmetischen Mittels.

Die mittlere bzw. durchschnittliche absolute Abweichung vom arithmetischen Mittel berech-
net sich aus dem arithmetischen Mittel der absoluten Abweichungen vom arithmetischen Mit-
tel.

Die mittlere bzw. durchschnittliche absolute Abweichung vom arithmetischen Mittel einer
Stichprobe berechnet sich somit wie folgt:

Xlx; - x|

n

MD =

x; steht fUr einen Wert der Stichprobe, bzw. eine Kategorienmitte bei
Haufigkeitsverteilungen
X ist das arithmetische Mittel der Stichprobe
n ist die Anzahl von Werten in der Stichprobe
| | steht fiir die den absoluten Wert, bzw. das Vorzeichen
wird einfach weggelassen

74 quartiles
7S mean deviation

© Dr. Oscar Treyer 20. August 2024 Business_Statistik_2Aufl_2024_10_X_v33.docx



Business Statistik - zweite, leicht iiberarbeitet Auflage 4 1

Im oben aufgeflinrten Bonus-Beispiel der Manager ergabe dies folgende mittlere bzw. durchschnitt-
liche absolute Abweichung vom arithmetischen Mittel:

Abb. 38: Mittlere bzw. durchschnittliche absolute Abweichung der Boni von fiinf Manager

abs. Abweichung

vom arithme-

Manager Bonus in CHF tischen Mittel

B 15'000.00 19'000.00

E 15°000.00 19°000.00

A 30°000.00 4’000.00

C 40°000.00 6’000.00

D 70°000.00 36°000.00

arithmetisches
Mittel - 34°000.00 16’800.00 <— MD

Eigentlich spricht nichts gegen diese Kennzahl, doch hat sich gezeigt, dass sie aus mathematischen
Grunden nicht sehr geeignet ist, bzw. es ist mit ihr (statistisch) weniger gut zu arbeiten als mit den
folgenden Kennzahlen.

5.2.4 Standardabweichung

Bei der Ermittlung der mittleren bzw. durchschnittlichen absoluten Abweichung vom arithmetischen
Mittel besteht die Schwierigkeit, dass man einerseits absolute Werte ermitteln und anschliessend
mit diesen absoluten Abweichungen rechnen muss. Um diese Inkonvenienz zu umgehen, 'kreierte’
man eine sehr ahnliche Kennzahl der Streuung, namlich die Standardabweichung’, bei der nicht
die absoluten Abweichungen, sondern die quadrierten Abweichungen vom arithmetischen Mittel her-
angezogen werden. Um wegen dieser Vorgehensweise am Schluss keine Kennzahl in quadrati-
schen Einheiten zu erhalten, zieht man vom Resultat noch die (zweite) Wurzel. Dadurch wird auch
erreicht, dass die Kennzahl Standardabweichung die gleichen 'Einheiten' aufweist wie das arithme-
tische Mittel, der Median und der Modus.

Die Standardabweichung ist somit das gewogene arithmetische Mittel der Quadratabwei-
chungen vom arithmetischen Mittel, aus dem man die Wurzel zieht.””

Die Standardabweichung einer Grundgesamtheit berechnet sich somit wie folgt:

I 2(x; - w)?
- N

o steht fUr die Standardabweichung einer Grundgesamtheit [sigma]
u ist das arithmetische Mittel einer Grundgesamtheit [mu]

N ist die Anzahl von Werten in der Grundgesamtheit

x; steht fUr einen Wert der Grundgesamtheit

76 standard deviation
77 siehe BOHLEY, 61996, S. 154.
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Falls bei einer statistischen Untersuchung nicht die Grundgesamtheit” zuganglich bzw. erfasst wird,
sondern nur eine Stichprobe daraus, wird die Standardabweichung sehr ahnlich berechnet und die
Notation andert sich ein bisschen: anstelle von '¢' steht nun neu 's', anstelle von 'u' steht nun neu 'x'
und anstelle von 'N' steht nun neu 'n - 1'.

Warum wird nicht durch 'n', sondern durch 'n - 1' dividiert? Die Begriindung besteht darin, dass bei
einer Stichprobe das 'wahre' arithmetische Mittel (bzw. das arithmetische Mittel der Grundgesamt-
heit) nicht bekannt ist. Trotzdem bendtigt man fir die Berechnung der Standardabweichung die Ab-
weichung von diesem (nicht bekannten) arithmetischen Mittel. Dadurch verliert man einen soge-
nannt 'Freiheitsgrad'. Dieses Manko an Information wird nun so bertcksichtigt, dass man nicht durch
'n' dividiert, sondern durch 'n - 1".

Die Standardabweichung einer Stichprobe berechnet sich somit wie folgt:

2[R - %)
S= Tno1

s steht fur die Standardabweichung einer Stichprobe
X ist das arithmetische Mittel einer Stichprobe

n ist die Anzahl von Werten in der Stichprobe

x; steht flr einen Wert der Stichprobe

Taschenrechner berechnen normalerweise die Standardabweichung einer Stichprobe. Falls man
aber die Standardabweichung einer Grundgesamtheit berechnen will, kann dies anhand eines Tricks
bewerkstelligt werden: Zuerst rechnet man ganz 'normal’ das arithmetische Mittel und flgt anschlies-
send diesen Wert zum Daten-Set hinzu. Als weiteren Schritt berechnet man ganz 'normal’ die Stan-
dardabweichung einer Stichprobe. Durch das Hinzufligen des arithmetischen Mittels zum Daten-Set
hat man 'n + 1" Werte. Da man aber das arithmetische Mittel hinzugefugt hat, verandert sich die
Quadratabweichung(ssumme) nicht, ausser dass nun neu 'n +1 - 1' bzw. 'n' bei der Ermittlung der
Standardabweichung der Stichprobe verwendet wird.

Wenn die oben aufgeflihrte (korrekte) Berechnungsweise der Standabweichung der Stichprobe in
eine solche gemass einer Standardabweichung der Grundgesamtheit umgewandelt werden mdchte
(oder vice versa), dann kann dies direkt aufgrund folgender Transformation vorgenommen werden:

Die Transformation berechnet sich wie folgt:

2ln-1 [ n
o= |— s bzw. s=
n n—1

Falls mehrere Werte in einer Grundgesamtheit oder Stichprobe gleich gross und die Rohdaten
in einer relativen oder absoluten Haufigkeitsverteilung aufgeflihrt sind, dann muss dies bei der
Berechnung der Standardabweichung entsprechend bericksichtigt werden.

78 population
7 sample
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Die Standardabweichung einer Grundgesamtheit berechnet sich nun wie folgt:

2| X[Ci - W2 - wil
O' =
\] 2w
u  steht fiir das gewogene arithmetische Mittel einer Grundgesamtheit [mu]
x; steht fUr einen Wert der Grundgesamtheit, bzw. eine Kategorienmitte bei
Haufigkeitsverteilungen
w; istdie relative oder absolute Haufigkeit des Vorkommens von x;
¥ w; steht fUr die Summe der relativen oder absoluten Haufigkeiten und ist
entweder 1 oder N

Im oben aufgefiihrten Bonus-Beispiel der Manager wirde sich die Standardabweichung wie folgt
berechnen:

Abb. 39: Standardabweichung der Boni von fiinf Manager

Abweichung
Abweichung vom arithme-
vom arithme- tischen Mittel
Manager Bonus in CHF tischen Mittel im Quadrat
A 30°000.00 -4’000.00 16’000’000.00
B 15°000.00 -19'000.00 361°'000°000.00
C 40°000.00 6°000.00 36°000°000.00
D 70°000.00 36°000.00 1°296°000°000.00
E 15°000.00 -19'000.00 361°'000°000.00
arithmetische Mittel Summe
34°000.00 2°070’000°000.00
Standardabw. 20°346.99 Berechnungsweise Grundgesamtheit
Standardabw. 22°748.63 Berechnungsweise Stichprobe

5.2.5 Varianz#

Wird die Standardabweichung quadriert, erhdlt man eine weitere Kennzahl der Streuung,
namlich die Varianz.

Die Varianz einer Grundgesamtheit berechnet sich somit wie folgt:

o2 = Y (x; - w)?
- N

Die Varianz einer Stichprobe berechnet sich wie folgt:

2 _ Y (x; -%)?

n—1

80  variance
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Die Varianz hat, im Gegensatz zur Standardabweichung, 'quadratische' Einheiten und kann demzu-
folge mit dem arithmetischen Mittel in keinen direkten Bezug gesetzt werden.

5.2.6 Variationskoeffizient und Sharpe-Kennzahl

Mit der Angabe der Standardabweichung hat man eine absolute Kennzahl der Streuung. Will man
aber die Streuung von zwei oder mehreren Daten-Sets mit unterschiedlichen Einheiten (z.B. CHF
und kg) oder mit gleichen Einheiten aber sehr unterschiedlicher Grésse (z.B. in 1'000 CHF und in
Mio. CHF) vergleichen, ist eine absolute Kennzahl wie die Standardabweichung nicht sehr geeignet.
Aus diesem Grund 'kreierte' man eine relative Kennzahl der Streuung, namlich den Variationsko-
effizienten?’.

Der Variationskoeffizient ist das prozentuale Verhaltnis der Standardabweichung zum arith-
metischen Mittel.

Der Variationskoeffizient einer Stichprobe berechnet sich somit wie folgt:

CcV =

Ri| «»

Im oben aufgefiihrten Bonus-Beispiel der Manager ergabe dies ein Variationskoeffizient von:
CV =66.9%

Dies bedeutet, dass die Standardabweichung 66.9% des arithmetischen Mittels ausmacht.

Bei der Beurteilung von Investitions-Portefeuilles wird im Gegensatz zur 'Standardisierung' bezuglich
des arithmetischen Mittels wie beim Variationskoeffizient grundsatzlich eine 'Standardisierung' be-
zlglich der Standardabweichung vorgenommen. Dies deshalb, weil beim Portfolio Management das
Risiko meistens in Form der Standardabweichung der Renditen gemessen wird. Eine der bekann-
testen Kennzahlen fiir die Performance-Messung von unterschiedlichen Investitions-Porte-
feuilles ist die 'Sharpe-Kennzahl's2. Sie misst die (Uber-)Rendite pro Risiko-Einheit.

Die Rendite/Risiko-Kennzahl von Sharpe?® berechnet sich wie folgt:

) Renditevon Portefeuille i in Periode j ~ @ risikofreie Rerlditein Periode j

Kennzahl von Sharpe; iodei = - ;
Pin Periode] Standardabweichung der Renditeyo, portefeuille i in Periode |

Da die risikofreie Rendite (z.B. der Bundesobligationen) definitionsgemass kein Risiko aufweist,
muss diese von der durchschnittlichen Rendite des Portefeuilles i abgezogen werden, damit eine
sogenannte 'Uberrendite' berechnet werden kann.

81 coefficient of variation
82 Sharpe ratio
83 sjehe auch REILLY, BROWN, 62000, S. 1139f.
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Anhand eines Beispiels soll die Sharpe-Kennzahl verdeutlicht werden:

Die zwei Investitions-Portefeuilles A und B sollen miteinander verglichen werden. Portefeuille A wies
im letzten Jahr eine durchschnittliche jahrliche Rendite von 14% auf, Portefeuille B eine solche von
16%; die Standardabweichungen der Renditen fur das letzte Jahr betrug fur Portefeuille A 20% und
fur das Portefeuille B 32%; die durchschnittliche risikofreie Rendite war 8%. Welche der beiden
Portefeuilles weist die grossere relative Rendite pro Risikoeinheit auf?

0.14-0.08
Sharpe-Kennzahlpgtefeuille oA = 020 0.30

0.16 - 0.08
Sharpe-Kennzahlpgefeuille B = —032 - 0.25

Obwohl Portefeuille A eine geringere durchschnittliche Rendite hat, weist es eine gréssere Sharpe-
Kennzahl auf: Dies bedeutet, dass in bezug auf das Risiko (in Form der Standardabweichung der
Rendite) das Portefeuille A eine relativ héhere Rendite aufweist als das Portefeuille B. Anders aus-
gedrickt, fur das eingegangene Risiko weist das Portefeuille A eine bessere Rendite auf und ist
deshalb vorzuziehen.

5.2.7 Schiefes®

Die Verteilung der Werte eines Daten-Sets kann sehr unterschiedlich sein. Grundséatzlich unterschei-
det man drei Typen der Verteilung, namlich eine

e symmetrische Verteilung,
e eine linkssteile (bzw. rechtsschiefe) Verteilung oder eine Verteilung mit positiver Schiefess,
e eine rechtssteile (bzw. linksschiefe) Verteilung oder eine Verteilung mit negativer Schiefe®s.

Bei jedem der oben aufgeflhrten Verteilungstypen ist es moéglich, klare Aussagen zu machen, wo
sich das arithmetische Mittel, der Median oder der Modus in Relation zu den anderen Kennzahlen
befindet.

84 skewness
85  positive skewness
86 negative skewness
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Die folgenden Darstellungen sollen einerseits die drei oben erwahnten Verteilungstypen visualisie-
ren und andererseits aufzeigen, wo sich das arithmetische Mittel, der Median oder der Modus in
Relation zu den anderen Kennzahlen befindet.

Abb. 40: Drei Grundtypen der Verteilung

symmetrische Verteilung

v

7 8 9 10 11 12 13

arithmetisches Mittel = Median = Modus
=10 =10 =10

Verteilung mit positiver Schiefe

v

7 8 9 10 11 12 13

Modus < Median < arithmetisches Mittel
=8 = 8.625 = 8.972

Verteilung mit negativer Schiefe

v

7 8 9 10 11 12 13

arithmetisches Mittel < Median < Modus
=11.028 =11.375 =12
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5.2.8 Tschebyscheffsche Theorem

Wie bereits weiter oben erwahnt wurde, bedeutet eine kleine Streuung, dass sich die Werte des
Daten-Sets relativ nahe beim arithmetischen Mittel befinden. Umgekehrt formuliert bedeutet dies,
dass eine grosse Streuung aussagt, dass die Werte des Daten-Sets relativ weit weg vom arithmeti-
schen Mittel sind.

Der russische Mathematiker P. L. Tschebyscheff hatim 19. Jahrhundert ein Theorem bzw. Lehrsatz
aufgestellt, der es ermdglicht, eine Aussage zu machen, wie viele Werte eines Daten-Sets sich mi-
nimal innerhalb einer gewissen Anzahl von Standardabweichungen um das arithmetische Mittel be-
finden.

Das Tschebyscheffsche Theorem? besagt, dass unabhiangig davon wie die Verteilung der
Werte im Daten-Set auch aussieht, mindestens 75% der Werte im Bereich von u + 20, min-
destens 89% der Werte im Bereich von u + 30, und 94% der Werte im Bereich von u + 40
anzutreffen sind.

5.2.9 Empirisches Gesetz

Das empirische Gesetz® ist ein Spezialfall des sehr allgemein gehaltenen Tschebyscheffschen The-
orems. Das empirische Gesetz besagt, dass fiir eine symmetrische, glockenféormig um das
arithmetische Mittel angeordnete Verteilung der Werte des Daten-Sets rund 68% der Werte
im Bereich von u + 10, ca. 95% der Werte im Bereich von u + 20, und praktisch alle Werte
(bzw. 99.7%) im Bereich von u + 30 anzutreffen sind.

Durch dieses Gesetz ist es anhand der Kennzahlen des arithmetischen Mittels und der Standardab-
weichung mdglich, Rickschlisse auf die Verteilung der Werte des Daten-Sets zu ziehen, obwohl
diese nicht explizit bekannt ist (siehe dazu die weiteren Ausfuhrungen in Kapitel 7.2.1, 8 und 9).

87 Chebyshev's theorem
88 empirical rule
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5.3 Repetitionsfragen

5.3.1 Anzahl defekter Teile®®

Nachfolgend sind die Anzahl defekter Teile von sechs Maschinen wahrend einer Periode
von 22 Tagen aufgefihrt.

9 8
11
9
12
11
8
11
10
11
10
9

—

N -
O O ODNONOON -~

Berechnen Sie den Modus, das arithmetische Mittel und die Standardabweichung der
Anzahl defekter Teile der sechs Maschinen.

5.3.2 Einkaufs- und Verkaufspreise

Von einem Handelsunternehmen sind folgende Einkaufs- und Verkaufspreise flir die drei A-Artikel,
Celfa 1, Celfa 2 und Celfa 3, bekannt:

Jahr Einkaufspreis pro Einheit Verkaufspreis pro Einheit
Celfa 1 Celfa 2 Celfa 3 Celfa 1 Celfa 2 Celfa 3
2021 2.50 4.00 8.00 10.00 5.00 10.00
2022 3.00 5.00 8.50 10.50 4.50 11.00
2023 3.50 6.00 7.00 11.50 4.00 11.00

Berechnen und interpretieren Sie fir den A-Artikel Celfa 2 und Celfa 1 jeweils das arithmetische

Mittel, die Standardabweichung und den Variationskoeffizient.

8 siehe auch UPTON, COOK, 1996, 21997, S. 67.
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5.3.3 Fahrkilometer einer PKW-Flotte?°

Die folgende Tabelle zeigt zusammengefasst die Anzahl Fahrkilometer (in 1'000 km),
welche die PKW's einer 'Flotte' von 190 Stlick gefahren sind, bevor die PKW's wegen eines
grésseren Schadens repariert werden mussten.

Distanz Haufigkeit
(in 1'000 km) (absolut)
bis und mit 60 32

ab 60 bis und mit 80 25

ab 80 bis und mit 100 34

ab 100 bis und mit 120 46

ab 120 bis und mit 140 33

ab 140 bis und mit 220 20

Zeichnen Sie ein Histogramm der absoluten Haufigkeit der Fahrkilometer.
Wie gross sind der Modus, Median und das arithmetische Mittel der Anzahl
Fahrkilometer?

5.3.4 Anzahl Arbeitsunfille in einem Unternehmen®’

In einem Unternehmen wurde die Anzahl Arbeitsunfalle des letzten Jahres untersucht.
Folgende Auswertung wurde festgestellt:

kein Arbeitsunfall: 90% der Mitarbeiter des Unternehmens
genau ein Arbeitsunfall: 8% der Mitarbeiter des Unternehmens
genau zwei Arbeitsunfalle: 2% der Mitarbeiter des Unternehmens

Bestimmen und interpretieren Sie fir diese Daten das arithmetische Mittel, den Median,
den Modus und die Standardabweichung der Anzahl Arbeitsunfalle je Mitarbeiter.

%0  sjehe auch UPTON, COOK, 1996, 21997, S. 45.
91 siehe auch ECKSTEIN, 1998, S. 6+111.
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6 WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG

Ein wesentlicher Bestandteil unseres Wirtschaftslebens basiert auf dem mdglichst 6konomischen
Handeln unter Unsicherheiten, d.h. unter der Unvorhersehbarkeit zuklnftiger Ereignisse. Diese Un-
sicherheiten stellen flr den Unternehmer Risiken dar, die er nach Moglichkeit minimieren will. Mit
Hilfe der Wahrscheinlichkeitsrechnung®? versucht man, diesem Umstand Rechnung zu tragen.

Im Gegensatz zu den friiheren Kapiteln, in denen Daten Uber vergangene Ereignisse dargestellt
und analysiert wurden, wird in diesem Kapitel aufgezeigt, wie mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung die moglichen zukiinftigen Umweltzustande besser abgeschatzt werden kdnnen. Diese dar-
aus gewonnene grdssere Einsicht bzw. die dadurch erlangten Erkenntnisse Uber die moéglichen,
unterschiedlichen Zukunftsereignisse bewirken, dass die Entscheide in der Gegenwart fundierter
bzw. bewusster gefallt werden kdnnen.

Gerade in den letzten Jahren (durch Erddlkrisen, Rezessionen, Borsen-Crash's, Burgerkriege usw.)
wurde es jedermann wieder voll bewusst, dass die Zukunft vom Menschen nur sehr unklar voraus-
bestimmt werden kann. Die frihere Euphorie, der Mensch kdénne die Welt so beeinflussen, dass
alles letztlich nur noch von ihm abhangig sei, ist verhaltene Nichternheit gewichen, die von Zeit zu
Zeit sogar eine 'apokalyptischen Dimension' aufweist. Um mehr Einsicht Uber die Zukunft zu erlan-
gen, ist man Dank der Erkenntnisse der Wahrscheinlichkeitsrechnung nicht mehr gezwungen einen
Astrologen oder die Orakelpriesterin Pythia in Delphi aufzusuchen. Auf rein niichternen, plausiblen
Uberlegungen ist es jedermann méglich, die Zukunft besser abzuschatzen und somit die Gegenwart
bewusster zu gestalten.

6.1 Was bedeutet 'Wahrscheinlichkeit'

Die Wahrscheinlichkeit ist eine Masszahl, welche die Moglichkeit des Auftretens? eines Er-
eignisses?® aufzeigt. Diese Masszahl wird wie folgt definiert: die Anzahl der glinstigen, gleich-
moglichen Falle% dividiert durch die Anzahl aller potentiellen, gleichmoglichen Fille.

Ein Beispiel® soll dies verdeutlichen:

Eine Werbekampagne bietet als erster Preis ein Fahrrad an, wobei ein Lotterie-Verfahren bei der
Auswahl angewendet wird. Es gibt insgesamt 1'000 Lose und eine Person erhalt sieben davon. Die
Wahrscheinlichkeit des Ereignisses 'Fahrrad gewinnen' flr diese Person betragt 7 / 1'000 oder
0.7%, da es insgesamt 1'000 potentielle, gleichmdgliche Falle gibt und sieben davon positiv fur diese
Person ausfallen kénnen.

Speziell zu erwahnen ist der Begriff 'gleichmoglich’ in der Definition. Wenn z.B. ein Los nicht bei der
Ziehung mit dabei war, oder wenn die Ziehung nicht nach dem Zufallsverfahren vorgenommen
wurde, ware die oben berechnete Wahrscheinlichkeit falsch.

92 probability

93 chance or likelihood

% event

9%  outcomes

9% siehe auch MARTIN, FIRTH, 1983, S. 44.
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Die Wahrscheinlichkeit nimmt stets die Werte im Bereich von Null bis Eins an. Dabei bedeutet Null
unmoglich und Eins sicher.

Absolute Unmdglichkeit und Sicherheit sind im taglichen Leben selten anzutreffen. Die meisten Er-
eignisse sind zu einem grésseren oder kleineren Ausmass unsicher. D.h. ein wahrscheinliches Er-
eignis hat eine Wahrscheinlichkeit naher bei Eins, ein unwahrscheinliches Ereignis eine solche na-
her bei Null.

Im Gegensatz dazu basiert die absolute Unmdglichkeit (= Wert 0) und Sicherheit (= Wert 1) auf
Aussagen Uber richtig oder falsch bezuglich der begrifflichen oder sachlichen Definition. So ist z.B.
die Wahrscheinlichkeit, dass ein Junggeselle verheiratet ist aus begrifflicher Definition unmaglich,
und dass Bern die Hauptstadt der Schweiz ist aus sachlicher Definition sicher.

Beim Rechnen mit Wahrscheinlichkeit gelten folgende Regeln bzw. Axiome®’:

e Axiom: Jedem Ereignis bzw. Umweltzustand wird eine reelle, nicht negative Zahl zwischen Null
und Eins zugeordnet, welche als Wahrscheinlichkeit des Auftretens bezeichnet wird.

e Axiom: Der Gesamtheit aller Ereignisse bzw. Umweltzustéande wird die Wahrscheinlichkeit 1
bzw. 100% zugeordnet.

e Axiom: Die Wahrscheinlichkeit von einander sich ausschliessender Ereignisse bzw. Umweltzu-
stande ist die Summe der Wahrscheinlichkeiten dieser Ereignisse bzw. Umweltzustande.

6.2 Arten von Wahrscheinlichkeiten

Grundsatzlich gibt es drei Arten von Wahrscheinlichkeiten, namlich die theoretische Wahrschein-
lichkeit, die statistische® Wahrscheinlichkeit und die subjektive® Wahrscheinlichkeit.'% Diese Ar-
ten werden nachstehend kurz erlautert:

6.2.1 Theoretische Wahrscheinlichkeit

Im 18. Jahrhundert untersuchten vor allem franzésische Mathematiker bei der Bestimmung der
Chancen bei Gliicksspielen die theoretischen Wahrscheinlichkeiten. So kann z.B. beim rein zufalli-
gen Ziehen einer Karte aus einem vollstandigen Karten-Set gefolgert werden, dass die Wahrschein-
lichkeit ein As zu ziehen gleich 4 /52 oder rund 7.7% betragt, da sich das Karten-Set aus 52 Karten
zusammen setzt und darin 4 Asse enthalten sind.

6.2.2 Statistische Wahrscheinlichkeit

Ein Backer méchte wissen, wie gross die Wahrscheinlichkeit ist, dass er zwischen 100 und 110
Brote pro Tag verkaufen kann. Theoretische Uberlegungen helfen ihm dabei nicht. Hingegen kann
er aufgrund einer Untersuchung seiner Verkaufe in der Vergangenheit herleiten, dass er z.B. in 34
der vergangenen 200 Tage zwischen 100 und 110 Brote pro Tag verkauft hat. Somit betragt die
statistische Wahrscheinlichkeit 34 / 200 oder 17%. Offensichtlich aktualisiert sich die Bestimmung
dieser Wahrscheinlichkeit durch die Zunahme der Anzahl untersuchten Verkaufe der Vergangenheit.

Eigentlich mussten "eine genugend lange Folge voneinander unabhangiger Versuche" durchgefuhrt
werden, damit das "Gesetz der grossen Zahl" den "verborgenen Typus' zum Vorschein" kommen
lasst. Die zugrundeliegende Uberlegung ist "auf den 6sterreichischen Mathematiker Richard von
Mises (1883-1953)" zuriickzuflhren. 01

97 siehe auch HUNZIKER, SCHEERER, 61984, S. 104ff., MARTIN, FIRTH, 1983, S. 43ff., BOHLEY, 1996, S. 312f.,
BOSCH, 1996, S. 57.

98 empirical

99 subjective

100 siehe auch MARTIN, FIRTH, 1983, S. 43f.

101 BOHLEY, 61996, S. 305.
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In der wirtschaftlichen Realitat besteht einerseits meistens zu wenig Zeit, um eine genligend lange
Folge von Untersuchungen durchzufiihren, und andererseits ist es durch die sich stets verandernden
Umweltbedingungen nicht moglich, voneinander unabhangige Versuche unter gleichen Vorausset-
zungen durchzufuhren. Man kann nur bemuht sein, moéglichst viele Beobachtungen durchzufihren
und abzuklaren, ob wahrend der Zeit der erfassten Beobachtungen keine sogenannten Strukturbri-
che (z.B. Rezessionen, Anderungen der Gesetzesvorschriften, Umstrukturierungen usw.) vorge-
kommen sind.

6.2.3 Subjektive Wahrscheinlichkeit

Herr Mller hat beschlossen, eine neue Anstellung zu suchen. Nachdem er sich auf mehrere Stelle-
ninserate beworben hat, versucht er nach seinem Vorstellungsgesprach beim ersten Unternehmen
abzuschatzen, wie gross die Wahrscheinlichkeit ist, dass es zu einem Vertragsabschluss bei diesem
Unternehmen kommt. Wenn Herr Muller wiisste, dass ausser ihm noch weitere vier Kandidaten zur
Auswahl stehen, kdnnte er aufgrund der theoretischen Wahrscheinlichkeit schliessen, dass seine
Chance 1/5 oder 20% betragt. Dabei wird unterstellt, dass einer der finf Kandidaten auch effektiv
angestellt wird.

Falls Herr Miller aber eine Untersuchung gelesen hatte, die feststellt, dass von z.B. 300 befragten
Stellensuchenden, die sich auf mehrere Stelleninserate beworben haben, nur bei 45 ein Vertrags-
abschluss beim ersten Unternehmen zustande gekommen ist, misste er aufgrund der statistischen
Wahrscheinlichkeit schliessen, dass seine Chance 45/ 300 oder 15% betragt.

Da aber das Vorstellungsgesprach sehr positiv verlaufen ist und er dabei eine grosse Ubereinstim-
mung der Bedurfnisse und Anforderungen feststellen konnte, schatzt Herr Miller seine Chancen auf
30% ein. Diese subjektive Wahrscheinlichkeit hangt von seiner personlichen Anschauung bzw.
Uberzeugung ab.

Fir Stellensuchende kann es von Vorteil sein, einen Headhunter bei der Stellensuche einzuschalten,
da dieser meist aufgrund seiner Vorabklarungen die Bedurfnisse und Anforderungen des Unterneh-
mens bzw. Auftraggebers sowie des Stellensuchenden kennt und nur solche Kandidaten dem Auf-
traggeber vorschlagt, bei denen er davon ausgehen kann, dass eine gegenseitige Ubereinstimmung
der Bediirfnisse und Anforderungen vorhanden ist. Dadurch erhoht sich fiir den Stellensuchenden
die Wahrscheinlichkeit eines Vertragsabschlusses. Meist erwartet der Auftraggeber aber vom Head-
hunter, dass er mehrere Kandidaten zur Auswahl vorschlagt. Der Headhunter ist somit geneigt, auch
solche Kandidaten vorzuschlagen, die seiner Ansicht nach suboptimal sind, wodurch sich die Wahr-
scheinlichkeit des Stellensuchenden wieder verringert.

Die subjektive Methode der Ermittlung von Wahrscheinlichkeiten hangt stark von der Person und
ihren Erfahrungen ab. Trotzdem sind diese Wahrscheinlichkeiten nitzlich bei Unternehmensent-
scheidungen. Es sollte aber versucht werden, mehrere Einschatzungen von Sachverstandigen ein-
zuholen, bevor eine Aussage uber die Verlasslichkeit der subjektiven Wahrscheinlichkeit gemacht
werden kann.
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6.3 Wichtigste Rechenregeln

Die wichtigsten Rechenregeln'%2 der Wahrscheinlichkeitsrechnung werden nachstehend kurz und
beispielhaft erlautert:

6.3.1 Komplementares Ereignis

Wenn die Wahrscheinlichkeit, dass es morgen regnet gleich 0.7 oder 70% betragt, ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass es morgen nicht regnet 1.0 - 0.7 = 0.3 oder 30%. Anders formuliert: Die Wahr-
scheinlichkeit des Auftretens eines Ereignisses plus die Wahrscheinlichkeit des Nicht-Auftretens die-
ses Ereignisses (komplementares Ereignis) ergibt den Wert 1.0 oder 100%.

6.3.2 Einfache Additionsregel

Die Wahrscheinlichkeit, dass an der Kasse null, ein, zwei oder drei Kunde(n) stehen, sei 0.4, 0.3,
0.2 und 0.1.

Die Wahrscheinlichkeit, dass an der Kasse ein oder zwei Kunden stehen, betragt somit 0.3 + 0.2 =
0.5 oder 50%; diejenige, dass weniger als drei Kunden stehen, somit 0.4 + 0.3 + 0.2 = 0.9 oder
90%. Diese Rechenregel der einfachen Addition gilt nur unter der Bedingung, dass sich die Ereig-
nisse gegenseitig ausschliessen (siehe auch 'Verallgemeinerte Additionsregel' weiter unten).

6.3.3 Einfache Multiplikationsregel

Zwei Ereignisse werden als voneinander unabhangig bezeichnet, wenn das Auftreten oder Nicht-
Auftreten des einen Ereignisses die Wahrscheinlichkeit des Auftretens des anderen Ereignisses
nicht beeinflusst.

Die Wahrscheinlichkeit, dass nach dem Werfen eines 'idealen' Wiirfels die Augenzahl sechs auftritt,
betragt 1/ 6; die Wahrscheinlichkeit, dass beim rein zufalligen Ziehen einer Karte aus einem voll-
standigen Karten-Set eine Pik-Karte gezogen wird, betragt 13 /52 oder 1 /4. Wenn nun sowohl
der Wirfel geworfen als auch eine Karte gezogen wird und die Wahrscheinlichkeit gefragt ist, dass
sowohl die Augenzahl sechs als auch eine Pik-Karte auftritt, berechnet sich diese durch Multiplika-
tion der beiden Wahrscheinlichkeiten (1/61/4 =1/ 24).

Eine Maschine konne aus drei Griinden, ndmlich aus elektrischen, mechanischen oder durch Fehl-
bedienung, nicht funktionieren. Die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten betragen 2%, 1% und
0.5%. Unter der Annahme, dass die drei Griinde unabhangig voneinander eintreten kénnen, soll die
Wahrscheinlichkeit des Nicht-Funktionierens der Maschine berechnet werden.

Da die Maschine aus verschiedenen Grinden nicht funktionieren kann (nur aus elektrischen, aus
elektrischen und mechanischen usw.), ist es in diesem Fall einfacher die jeweiligen Wahrscheinlich-
keiten des Funktionierens zu berechnen, d.h.

e \Wahrscheinlichkeit keines elektrischen Fehlers = 1.00 - 0.02 = 0.98,
e Wahrscheinlichkeit keines mechanischen Fehlers = 1.00 - 0.01 = 0.99,
e Wahrscheinlichkeit keines Fehlbedienungs-Fehlers = 1.000 - 0.005 = 0.995.

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Maschine ohne Fehler lauft, betragt somit 0.98 « 0.99 - 0.995 =
0.9653.

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Maschine aus irgendeinem der drei Grinde nicht lauft, betragt so-
mit 3.47% (1.0000 - 0.9653 = 0.0347).

102 siehe auch MARTIN, FIRTH, 1983, S. 44ff.

© Dr. Oscar Treyer 20. August 2024 Business_Statistik_2Aufl_2024_10_X_v33.docx



Business Statistik - zweite, Isicht iiberarbeitet Auflage 54

6.3.4 \Verallgemeinerte Additionsregel
Falls sich die Ereignisse nicht gegenseitig ausschliessen, gilt die einfache Additionsregel nicht.

Die Wahrscheinlichkeit, dass beim rein zufélligen Ziehen einer Karte aus einem vollstandigen Kar-
ten-Set eine Pik-Karte gezogen wird, betragt 13 /52 oder 1/ 4, diejenige, dass ein Ass gezogen
wird, 4 /52 oder 1/ 13. Die Wahrscheinlichkeit, dass sowohl ein Ass als auch eine Pik-Karte, d.h.
das Pik-Ass, gezogen wird, betragt 1/ 52. Will man nun die Wahrscheinlichkeit berechnen, dass
entweder eine Pik-Karte oder ein Ass gezogen wird, ergibt dies 16/ 52, namlich 13 Pik-Karten und
drei andere Asse, da sich in den 13 Pik-Karten namlich bereits ein Ass befindet. Wichtig ist, dass
diese Wahrscheinlichkeit nicht der einfachen Addition der beiden Ereignisse entspricht, sondern um
die Wahrscheinlichkeit, dass beide Ereignisse miteinander eintreten kdnnen, d.h. im obigen Beispiel
um die Wahrscheinlichkeit des Pik-Ass, reduziert werden muss. Wenn beide Ereignisse nicht mitei-
nander eintreten kdnnen bzw. sich gegenseitig ausschliessen, ist diese Wahrscheinlichkeit Null, und
es gilt wieder die einfache Additionsregel.

6.3.5 Bedingte Wahrscheinlichkeit
Eine Umfrage von 100 Personen zeigt die folgende Geschmacks-Praferenz fiir ein Produkt:

Geschlecht / Praferenz Vorliebe Abneigung Total
ménnlich 31 19 50
weiblich 39 11 50
Total 70 30 100

Die oben aufgefiihrte Tabelle ist eine '2 « 2'-Mdglichkeiten-Tabelle %3, die eine zweiteilige Klassifika-
tion jeder der beiden Faktoren Geschlecht und Praferenz darstellt.

Obwohl 50% der Personen der Umfrage mannlich bzw. weiblich sind und 70% (30%) eine Vorliebe
(Abneigung) fiur das Produkt angeben, betragt die Wahrscheinlichkeit der mannlichen Personen mit
einer Vorliebe flr das Produkt 31/ 100 oder 31%. Dies entspricht nicht 0.5+ 0.7 =0.35 oder 35%,
da die beiden Faktoren nicht unabhangig voneinander sind. Dies zeigt sich darin, dass die mannli-
chen Personen eine geringere Vorliebe flr das Produkt als die weiblichen Personen haben. Zur
Berechnung dieser Differenz wird der Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit eingeflihrt: voraus-
gesetzt, dass eine befragte Person mannlich ist, betragt die Wahrscheinlichkeit, dass er eine Vor-
liebe fur das Produkt hat, 31 /50 oder 62%. Dies wird auch wie folgt ausgesprochen: Vorliebe fur
das Produkt, gegeben mannliches Geschlecht. Womit wir gleich auf die verallgemeinerte Multiplika-
tionsregel Uberleiten kdnnen.

6.3.6 Verallgemeinerte Multiplikationsregel

Mathematischer Losungsweg

Aufgrund des obigen Beispiels ergibt sich, dass die Wahrscheinlichkeit 'mannlicher Personen mit
einer Vorliebe fir das Produkt' aus der Multiplikation der Wahrscheinlichkeit 'mannliche Personen'
mit der Wahrscheinlichkeit 'Vorliebe flr das Produkt, gegeben mannliches Geschlecht' zusammen-
setzt, d.h. 50/ 100 « 31 /50 = 1'550 / 5'000 oder 50% < 62% = 31%. Wenn beide Ereignisse
unabhangig voneinander sind, ist die Bedingung irrelevant, und es gilt wieder die einfache Multipli-
kationsregel.

103 contingency table
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Ein weiteres Beispiel soll dies verdeutlichen:

Ein Qualitats-Kontroll-System Uberprift alle Komponenten am Ende der Produktionsstrasse. Es
wurde empirisch festgestellt, dass 4% der Komponenten fehlerhaft sind. Aufgrund von eingehenden,
sehr teuren Untersuchungen wurde festgestellt, dass das Qualitats-Kontroll-System eine fehlerhafte
Komponente mit einer Wahrscheinlichkeit von 99% feststellt, doch in 5% der Falle wird auch eine
einwandfreie Komponente vom Qualitats-Kontroll-System als fehlerhaft 'deklariert’. Die Frage lautet
nun: Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Qualitats-Kontroll-System eine korrekte Beur-
teilung vornimmt?

Die Wahrscheinlichkeit, dass das Qualitats-Kontroll-System eine fehlerhafte Komponente feststellt
und diese auch wirklich fehlerhaft ist, betragt 0.04 « 0.99 = 0.0396; die Wahrscheinlichkeit, dass das
Qualitats-Kontroll-System eine einwandfreie Komponente feststellt und diese auch wirklich einwand-
frei ist, betragt 0.96 « 0.95 = 0.9120.

Eine korrekte Beurteilung macht das Qualitats-Kontroll-System in beiden Fallen, was bedeutet, dass
die Wahrscheinlichkeit 95.16% betragt (0.0396 + 0.9120 = 0.9516).

Visualisierter Losungsweg mit Baumdiagramm

Anhand eines Baumdiagramms'% kann das obige Beispiel des Qualitats-Kontroll-Systems auch vi-
sualisiert geloést werden.

Abb. 41: Baumdiagramm Qualitdts-Kontroll-System

Komponente Beurteilung

0.99  richtig 0.04 - 0.99 = 0.0396 *

fehlerhaft £

0.04 0.01 falsch 0.04 - 0.01 =0.0004 Produktehaftpflicht?

0.96
einwandfrei

0.95 richtig 0.96 - 0.95 =0.9120 *

0.05 falsch 0.96 - 0.05=0.0480 'unnétiger' Ausschuss?

Die hervorgehobenen und mit Sternzeichen versehenen Wahrscheinlichkeiten sind diejenigen Er-
eignisse, bei denen das Qualitats-Kontroll-System eine korrekte Beurteilung abgibt.

Jede Komponente kann entweder fehlerhaft oder einwandfrei sein und anschliessend richtig oder
falsch durch das Qualitats-Kontroll-System beurteilt werden. Die jeweiligen Wahrscheinlichkeiten
sind an den Asten vermerkt und deren Summe ergibt bei jeder Verastelung 1.00 oder 100%. Die
Wahrscheinlichkeiten entlang jeden Pfades werden miteinander multipliziert, um die Wahrschein-
lichkeiten der vier méglichen Falle zu ermitteln. Zur Uberprifung sollte die Addition dieser Wahr-
scheinlichkeiten 1.00 oder 100% ergeben.

Lehrsatz von Bayes (visualisierter Losungswed)

Drei Maschinen, namlich A, B und C, produzieren 65%, 25% und 10% der Tagesproduktion an Pra-
zisionsteilen in einer Fabrik. Der Anteil an Prazisionsteilen, welche die Toleranzlimite Gberschreiten,
sind von Maschine zu Maschine unterschiedlich, d.h. bei A sind es 1%, bei B 5% und bei C 10%.

104 tree diagram
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Ein Prazisionsteil wird Gberprift und es wird festgestellt, dass es zu gross ist. Wie gross ist die
Wahrscheinlichkeit, dass dieses Prazisionsteil von der Maschine A hergestellt wurde?

Einerseits ware eine Wahrscheinlichkeit von 65% intuitiv (a priori) einleuchtend, da 65% der Tages-
produktion von der Maschine A produziert wird. Andererseits ist die Maschine A die effizienteste
bzw. hat den geringsten 'Ausschuss' an Prazisionsteilen. Diese beiden Faktoren sollten sich irgend-
wie gegenseitig ausbalancieren, damit eine angepasste, A-posteriori-Wahrscheinlichkeit ermittelt
werden kann (siehe Herleitung weiter unten).

Eine weitere Fragestellung wirde wie folgt lauten: Welche Maschine sollte zuerst 'Uberholt' werden?
Ware das Entscheidungskriterium der Produktionsanteil, misste Maschine A 'revidiert' werden, da
Maschine A am meisten produziert, namlich 65%. Ware hingegen das Entscheidungskriterium der
prozentuale Anteil an fehlerhaften Prazisionsteilen je Maschine, misste Maschine C 'revidiert' wer-
den, da Maschine C den gréssten Anteil an fehlerhaften Prazisionsteilen aufweist, namlich 10%. Wie
weiter unten hergeleitet wird, ist es aber 6konomisch richtig, die 'Uberholung' der Maschine B vor-
zunehmen.

Mit einem Baumdiagramm soll der obige Sachverhalt bildlich dargestellt werden.

Abb. 42: Baumdiagramm Ausschuss- und Produktionsanteile von drei Maschinen

Jduktionsanteil Maschine Préazisionsteil

0.01 fehlerhaft 0.65 - 0.01 = 0.0065 *

_

A 0.99 einwandfrei 0.65 - 0.99 = 0.6435

0.65
0.05 fehlerhaft 0.25-0.05=0.0125"
0.25 B

0.95 einwandfrei 0.25 - 0.95 =0.2375

0.10 - 0.10 = 0.0100 *

0.10 fehlerhaft

0.90 einwandfrei 0.10 - 0.90 = 0.0900

Die hervorgehobenen und mit Sternzeichen versehenen Wahrscheinlichkeiten sind diejenigen Er-
eignisse, bei denen fehlerhafte Prazisionsteile produziert werden.

Fehlerhafte Prazisionsteile werden von allen drei Maschinen produziert, insgesamt also bei 0.0065
+ 0.0125 + 0.0100 = 0.0290 oder 2.9% der Tagesproduktion. Der Anteil der Maschine A an den
fehlerhaften Prazisionsteilen betragt 0.0065 / 0.0290, also 0.224 oder 22.4%. Der Anteil der Ma-
schine B an den fehlerhaften Prazisionsteilen betragt 0.0125 / 0.0290, also 0.431 oder 43.1%; bei
Maschine C 0.345 oder 34.5%.
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Aufgrund dieser drei A-posteriori-Wahrscheinlichkeiten ist ersichtlich, dass Maschine B die hochste
Wahrscheinlichkeit aufweist, das fehlerhafte Prazisionsteil produziert zu haben. Dies ist genau der
Sinn des Lehrsatzes von Bayes'%, der erlaubt die Wahrscheinlichkeiten anzupassen, wenn zusatz-
liche Informationen vorhanden sind.

Mit dem folgenden Beispiel % soll der wesentliche Sinn des Theorems von Thomas Bayes aus dem
18. Jahrhundert weiter vertieft werden.

Angenommen es gibt ein Testverfahren, mit Hilfe dessen festgestellt werden kann, ob jemand an
Krebs leidet oder nicht. In 98% der Falle wird damit eine richtige Diagnose gestellt. Weiter sei ange-
nommen, dass 0.5% der Gesamtbevdlkerung effektiv an Krebs leiden. Herr Weber unterzieht sich
diesem Test und sein Arzt teilt ihm mit, dass der Test bei ihm Krebs diagnostiziert hat. Die Frage
lautet: Wie besturzt soll Herr Weber tGber dieses Resultat sein?

Die Antwort ist erstaunlich: Herr Weber darf vorsichtig optimistisch sein.

Mit einem Baumdiagramm soll der obige Sachverhalt visualisiert werden.

Abb. 43: Baumdiagramm Test auf Krebs (erster Test)

Gesundheitszustand Test-Diagnose

0.98  richtig 0.995 - 0.98 = 0.9751

gesund ;

0.02  falsch 0.995 - 0.02 =0.0199 *

0.005
krebskrank

0.98  richtig 0.005 - 0.98 = 0.0049 *

0.02  falsch 0.005 - 0.02 = 0.0001

Die hervorgehobenen und mit Sternzeichen versehenen zwei Wahrscheinlichkeiten markieren die-
jenigen Ereignisse, bei denen das Testverfahren Krebs diagnostiziert, insgesamt also bei 0.0199 +
0.0049 = 0.0248 oder 2.48% der vorgenommenen Tests. Davon werden aber nur 19.76% (0.0049
/0.0248 = 0.1976) der Falle richtig diagnostiziert. Diese Wahrscheinlichkeit ist bedeutend geringer
als die in den Annahmen aufgefuhrte bedingte Wahrscheinlichkeit von 98%, bzw. der Wahrschein-
lichkeit, dass jemand als krebskrank diagnostiziert wird, vorausgesetzt er ist auch wirklich krebs-
krank.

Aufgrund der obigen Ausfiihrungen ist es klar, weshalb bei folgenschweren Diagnosen (z.B. beim
HIV-Test) mindestens ein zweiter Test vorzunehmen ist, bevor der Patient Uber das Resultat infor-
miert wird.

Wirde im obigen Beispiel bei denjenigen Patienten, die beim (ersten) Testverfahren als krebskrank
diagnostiziert wurden, ein zweiter Test vorgenommen, ergabe dies folgendes, erweitertes, nur noch
die relevanten Ereignisse darstellendes Baumdiagramm:

105 Auf eine mathematische Formulierung des Bayes Theorems wird hier verzichtet. Diese ist z.B. bei BOHLEY, 61996,
S. 326ff. und SPIEGEL, 1975, 1980, S. 9 + 20f. sowie SPIEGEL, 1972, S. 121. aufgefiihrt.
1068 siehe auch PAULOS, 1988, 1990, S. 66.
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Abb. 44: Baumdiagramm Test auf Krebs (zweiter Test)

Gesundheitszustand Test-Diagnose 2. Test-Diagnose

0.98  richtig 0.995 - 0.98 = 0.9751 0.98  richtig

gesund L ;
0.02 0.995 - 0.02 = 0.0199 * 0.02 falsch 0.0199 - 0.02 = 0.00040 *

falsch

0.98  richtig 0.005 - 0.98 = 0.0049 * % 0.0049 - 0.98 = 0.00480 *

0.02  falsch 0.005 - 0.02 = 0.0001 0.02 falsch

0.005
krebskrank

Die ganz rechts aussen hervorgehobenen und mit Sternzeichen versehenen zwei Wahrscheinlich-
keiten markieren diejenigen Ereignisse, bei denen sowohl das erste als auch das zweite Testverfah-
ren Krebs diagnostizierte, insgesamt also bei 0.00040 + 0.00480 = 0.00520 oder 0.52%. Davon
werden aber nun neu 92.3% (0.00480 / 0.00520 = 0.923) der Falle richtig beurteilt.

6.4 Strategie-Entscheid und Unsicherheit

6.4.1 Darstellung an einem einfachen Beispiel eines Gemiuisehandlers

6.4.1.1 Ausgangslage und Fragestellung

Ein Gemusehandler'?” kauft jeden Tag frisches Gemise ein, das ihn pro Kiste CHF 40.00 kostet.
(Er kann nur in ganzen Kisten einkaufen.) Sein Verkaufspreis von CHF 100.00 pro Kiste liegt gleich
hoch wie der seiner gréssten Konkurrenten. Seine Kunden sind vor allem die Bewohner der nahe-
gelegenen Alterssiedlung; die Kunden kommen zuerst zu ihm, bevor sie zu den weiter weg gelege-
nen Konkurrenten gehen. Das ihm verbleibende GemUlse am Ende des Tages schenkt er der Heils-
armee. Der Gemusehandler kann aufgrund von Aufzeichnungen Uber seine Absatzmengen ermit-
teln, dass er durchschnittlich rund zwei Kisten Gemuse pro Tag verkauft hat. Daraus berechnet er
sich folgende Nettoeinnahmen (entspricht ungefahr dem Bruttogewinn):

durchschnittliche _ durchschnittliche durchschnittliche
Nettoeinnahmen - Verkaufseinnahmen ) Einkaufsausgaben
CHF 120.00 = 2+ CHF 100.00 - 2+ CHF 40.00

Aufgrund dieser Berechnung sollte er also durchschnittliche Nettoeinnahmen von CHF 120.00 pro
Tag erarbeiten. Wenn er aber seine vergangenen Nettoeinnahmen zusammenrechnet, kommt er
auf einen Durchschnitt, der bedeutend kleiner ist als CHF 120.00. Er fragt sich deshalb einerseits,
weshalb es Uberhaupt eine Differenz zwischen der obigen Berechnung und seinen effektiven, durch-
schnittlichen Nettoeinnahmen geben kann und andererseits, ob es 6konomisch sinnvoll ist, seine
Einkaufsstrategie bei zwei Kisten pro Tag zu belassen.

6.4.1.2 Abschatzen der Zukunft mit Daten aus der Vergangenheit

Sicherheit existiert, wenn die Zukunft gewiss ist, also ein bestimmter Umweltzustand mit 100%iger
Wahrscheinlichkeit eintritt. Die Zukunft selbst ist aber immer ungewiss; kein Mensch weiss, wie sie
wirklich ausfallen wird. Man kann die tatsachlich eintretenden Umweltzustande nie (auch durch noch
so genau Rechenverfahren) vorwegnehmen. Die Unsicherheit der Zukunft bleibt immer bestehen.

107 siehe auch HORNGREN, 1965, 51981, S. 436ff. und TREYER, 1984, S. 9-12.
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Was man aber versuchen kann, ist die gegenwartig bekannten, zukinftigen Unsicherheiten in die
zu fallende, heutige Entscheidung mit einfliessen zu lassen. Man versucht somit aufgrund von Er-
fahrungen aus der Vergangenheit, mathematischen Beweisen, aber auch persdnlichen (subjektiven)
Schatzungen, die Zukunft (bzw. die méglichen Umweltzustande) abzuschatzen (siehe auch die Aus-
fUihrungen in Kapitel 6.2).

Man bemuht sich, mégliche Umweltzustande der Zukunft zu definieren und versucht, ihnen mdgliche
Eintrittswahrscheinlichkeiten zuzuordnen. Dabei wird nichts anderes als eine Trendextrapolation
durchgeflhrt (d.h. wenn schon in der Vergangenheit z.B. die GemUiseverkaufe in einem gewissen
Bereich geschwankt haben, werden diese Schwankungen auch in der Zukunft héchstwahrscheinlich
auftreten), die um allfallige, voraussehbare Strukturbriiche (z.B. Anderung in den Essgewohnheiten,
in der Mode usw.) korrigiert wird:

Aufgrund von Aufzeichnungen der Verkaufsumsatze in der Vergangenheit ist eine Spannweite fest-
stellbar, innerhalb der sich die Umsatze bewegten. Weiter kann man diesen Aufzeichnungen ent-
nehmen, wie haufig der Umsatz bei einer bestimmten Hohe aufgetreten ist. Technisch wird folgen-
dermassen vorgegangen: die Spannweite unterteilt man in gleich grosse Klassen und zahlt die An-
zahl Verkaufsumsatze innerhalb der jeweiligen Klasse. Daraus lasst sich die Verteilung des zukiinf-
tigen Umsatzes, d.h. der Eintrittswahrscheinlichkeiten des jeweiligen Umsatzes, bestimmen. Diese
Verteilung trifft aber nur dann zu, wenn sich die Grundgegebenheiten bzw. die Annahmen Uber Be-
stimmungsfaktoren und/oder Umweltzustande in der Zwischenzeit nicht andern.

Der in der Zukunft dann tatsachlich eintretende Umweltzustand kann ein x-beliebiger sein. Nur wenn
man unendlich viele Male wieder von neuem und unter denselben Bedingungen beginnen kdnnte,
wirde sich in etwa eine Verteilung ergeben, wie sie aufgrund der obigen Schatzungen ermittelt
wurde.

6.4.1.3 Losungsansatz

Zuordnung 'Unsicherheitsprofil'

Der Gemusehandler muss versuchen, der Nachfrage nach Gemiise ein 'Unsicherheitsprofil' zuzu-
ordnen, wobei er bestrebt sein sollte, alle von ihm nicht beeinflussbaren Veranderungen in deren
moglichen Ausmassen mit zu berlcksichtigen. Da der Gemusehandler keine wesentlichen Veran-
derungen in der Zukunft erwartet, ermittelt er die folgenden subjektiven Wahrscheinlichkeiten fir
bestimmte Nachfragesituationen aufgrund der Daten aus der Vergangenheit. Dabei miissen gewisse
Klassen gebildet werden (hier z.B. ganze Kisten), um die Schatzung technisch zu ermdglichen.

Nachfrage in Kisten 0 1 2 3 4 5 oder | Total
mehr

Anzahl der Vorkommnisse in 10 40 80 50 20 keine 200

der Vergangenheit

Subjektive Eintrittswahr- 005 | 020 | 040 | 025 | 010 | 0.00 | 1.00

scheinlichkeiten

Da nun der Gemuisehandler nicht weiss, wann genau die einzelnen Umweltzustande (Nachfrage)
eintreten, kann er nicht schon im Voraus die entsprechenden Alternativen (Einkauf) ergreifen. Es ist
ihm also nicht mdglich, wie folgt vorzugehen: wenn er wusste, dass er morgen z.B. vier Kisten ver-
kaufen konnte, wirde er auch vier Kisten einkaufen. Es stehen ihm also nicht nur eine, sondern
grundsatzlich flnf Alternativen (Einkauf) offen, was zusammen mit grundsatzlich funf Umweltzustan-
den (Nachfrage) 25 Kombinationen ergibt. Da in diesem Beispiel die Nachfrage von '5 oder mehr'
Kisten an Gemduse nie eingetreten ist und der Gemusehandler somit diesem moglichen Umweltzu-
stand eine subjektive Eintrittswahrscheinlichkeit von Null zuordnet, reduzieren sich die Alternativen
und Umweltzustéande auf je 5 bzw. auf 25 Kombinationen.
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Ergebnistabelle und Erwartungswert

Die folgende Ergebnistabelle’®® zeigt dem Gemilsehandler, wie viele Nettoeinnahmen in CHF er
jeweils (bei einer bestimmten Kombination von Einkauf und Nachfrage) erwirtschaftet. Kauft er z.B.
nur Gemuse ein, ohne welches zu verkaufen, hat er Nettoausgaben in der Hohe von CHF 40.00 pro
Kiste; verkauft er nun aber auch noch, so erwirtschaftet er sich durch den Verkauf von jeder Kiste
CHF 100.00 (abzuglich der Ausgaben von CHF 40.00).

Abb. 45: Ergebnistabelle liber Nettoeinnahmen des Gemiusehandlers

Subjektive Eintritts- 5% 20% 40% 25% 10% 100%
wahrscheinlichkeiten
Umweltzusténde 5
(Nachfrage 0 1 2 3 4 2
{0 Kisten) %
Alternativen s
(Einkauf in Kisten) ,_,EJ
0 0 0 0 0 0 0
1 -40 60 60 60 60 55
2 -80 20 120 120 120 90
3 -120 -20 80 180 180 85
4 -160 -60 40 140 240 55

Da nun die einzelnen Umweltzustande (Nachfrage) - gemass der Schatzung des Gemiisehandlers
- nicht alle mit gleich grosser subjektiver Wahrscheinlichkeit eintreten werden, sind auch die einzel-
nen Nettoeinnahmenbetrage in CHF auf der gleichen Zeile nicht 'gleichwertig'. Um einen Strategie-
Entscheid unter den vier moglichen Alternativen (Einkauf) fallen zu kénnen, ist pro Alternative (Ein-
kauf) der gewichtete Durchschnitt der Nettoeinnahmen in CHF (Erwartungswert'%) zu berechnen,
indem die einzelnen Nettoeinnahmen mit den zugehorigen subjektiven Eintrittswahrscheinlichkeiten
multipliziert und Uber die ganze Zeile hinweg addiert werden (siehe letzte Spalte rechts in der Er-
gebnistabelle). Der Erwartungswert der Nettoeinnahmen bei der Alternative 'drei Kisten einkaufen'
berechnet sich z.B. wie folgt: -120 < 0.05 +-20 - 0.20 + 80 « 0.40 + 180+ 0.25 + 180 + 0.10 = 85

Nachdem alle Erwartungswerte der Nettoeinnahmen pro Tag fiir die vier Alternativen (Einkauf) aus-
gerechnet worden sind, ist ersichtlich, dass sich der maximale Erwartungswert (CHF 90.00) bei der
Alternative 'Einkauf von zwei Kisten', ergibt (siehe schattiertes Feld). Bei der Verwendung des Er-
wartungswertes als Entscheidungskriterium wird davon ausgegangen, dass sich der Entscheidungs-
trager risikoindifferent verhalt. Wenn aber das Entscheidungskriterium 'Risikoaversion' fir den Ge-
musehandler gelten wirde, musste diejenige Alternative gewahlt werden, welche die kleinste Stan-
dardabweichung oder den kleinsten Variationskoeffzienten aufweist. Im obigen Beispiel ware dies
bei der Alternative 'Einkauf von einer Kiste' der Fall. Dabei wird die Alternative 'Einkauf von keiner
Kiste' als nicht betriebswirtschaftlich sinnvoll ausser Betracht gelassen.

Da aber der Gemisehandler seine Nettoeinnahmen maximieren mochte, ist es sinnvoll, den maxi-
malen Erwartungswert als Zielgrosse zu nehmen. Es ist dies eine 'mittlere' Lésung aus dem Di-
lemma, dem sich der Gemusehandler gegenlbergestellt sieht: Wenn er viele Kisten Gemdise ein-
kauft, sie aber nicht verkaufen kann, hat er grosse Nettoausgaben. Dementsprechend erwirtschaftet
er aber auch grosse Nettoeinnahmen, wenn er die vielen eingekauften Gemulse wieder verkaufen
kann. Kauft er hingegen nur wenige Kisten Gemiuse ein, ohne sie zu verkaufen, hat er zwar nur
geringe Nettoausgaben, kommt aber auch nur zu geringen Nettoeinnahmen, wenn die Nachfrage
grosser ist, als er zum Verkauf eingekauft hat.

108 contingency table
109 expected value
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Dieser maximale Erwartungswert von CHF 90.00 entspricht auch nicht den anfanglich genannten
CHF 120.00. Letztere kbnnen nur eintreten, wenn der Gemuisehandler immer zwei Kisten verkaufen
wirde. Dies ist aber nur in 40% der Falle zutreffend, wahrend in 25% der Falle der Gemusehandler
weniger Kisten verkauft und dabei weniger Nettoeinnahmen bzw. sogar Nettoausgaben erwirtschaf-
tet bzw. hinnehmen muss. Bei der Berechnung des Erwartungswertes wird dieser Umstand bertick-
sichtigt, nicht aber bei der einleitenden 'Durchschnittsberechnung'.

6.4.1.4 Strategie-Entscheid / Beantwortung der Fragestellung

Zurtickkommend auf die urspringliche Fragestellung, musste diese wie folgt beantwortet werden:
Mit der Vorgabe 'durchschnittliche Absatzmenge von zwei Kisten' hat der Gemuisehandler bei seiner
Berechnung die Nettoeinnahmen so ermittelt, wie wenn die Verkaufseinnahmen und Einkaufsaus-
gaben immer eintreten wirden, was in sich selbst ein Widerspruch ist, da es ja eben Durchschnitte
sind. Er hatte versuchen sollen, die Streuung seiner Absatzmengen und deren Wahrscheinlichkeiten
abzuschatzen, um eine aussagekraftigere Prognose der Nettoeinnahmen zu ermitteln.

Aufgrund der obigen Ergebnistabelle ist ersichtlich, dass der grosste Erwartungswert der Nettoein-
nahmen bei der Einkaufsstrategie von zwei Kisten pro Tag erreicht wird. Es ist also weiterhin sinnvoll
diese Strategie zu verfolgen.

6.4.2 Problemstellung aus einem Industriebetrieb

6.4.2.1 Ausgangslage

Ein Unternehmen steht einem unregelmassig schwankenden Absatz gegentiber (Umweltzustande).
Da man nicht auf Lager produzieren kann, muss die Unternehmensleitung versuchen, ihre Produk-
tion (Alternativen) so festzulegen, dass fur das Unternehmen - trotz der Unsicherheit des Absatzes
- eine optimale Abstimmung von Produktion und Absatz erreicht wird.

Die Klarient AG "0 produziert eine nur kurzfristig bestandige biologische Substanz, die, falls sie nicht
innerhalb des Herstellmonats verkauft wird, vernichtet werden muss. Die Vernichtungskosten sind
vernachlassigbar.

Die variablen Herstellkosten der chemischen Verbindung sind CHF 22.00 pro Mengeneinheit, der
Verkaufspreis betragt CHF 40.00 pro Mengeneinheit. Dieses Produkt kann auch von einem Zweig-
betrieb eines Konkurrenzunternehmens bezogen werden. Der Kaufpreis der Fertigprodukte wirde
CHF 40.00 pro Mengeneinheit betragen, zuztglich CHF 6.00 pro Mengeneinheit Transportkosten.
Man schatzt, dass durch eine Nichtlieferung des Produktes 90% der Kundschaft verlorengehen
wurde. Deshalb sollen in jedem Falle alle Bestellungen an die Klarient AG von dieser erfullt werden.
Die Absatzmengen des Produktes der letzten 40 Verkaufsmonate haben stark geschwankt. Ein be-
stimmter Trend in den Verkaufszahlen kann nicht festgestellt werden.

Abb. 46: Absatzmengen der Klarient AG

verkaufte Mengenein- Anzahl
heiten pro Monat Monate
3'000 8
4’000 20
5000 12
40

110 siehe auch DOPUCH, BIRNBERG, DEMSKI, 1969, 21974, S. 162. und TREYER, 1984, S. 18-19.
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6.4.2.2 Losungsansatz

Zuordnung 'Unsicherheitsprofil'

Zuerst mussen die Absatzwahrscheinlichkeiten fur 3'000, 4'000 und 5'000 Mengeneinheiten pro Mo-
nat aufgrund der Vergangenheitszahlen bestimmt werden (siehe Verkaufszahlen der Klarient AG im
letzten Kapitel). Diese Wahrscheinlichkeiten kénnen als subjektive Eintrittswahrscheinlichkeiten
Ubernommen werden und betragen fir die 3'000, 4'000 und 5'000 verkaufte Mengeneinheiten pro
Monat 20% (8/40 Monate), 50% (20/40 Monate) und 30% (12/40 Monate).

Ergebnistabelle und Erwartungswert

Die Unternehmensleitung wiinscht, dass die Deckungsbeitrage maximiert werden. Diese Erfolgs-
grosse musste, je nach Fristigkeit der Entscheidungswirkung und Zielsystem, durch eine andere
ersetzt werden (z.B. Cash-flow, Gewinn usw.)

Die Unternehmensleitung kann auf die drei Umweltzustande (Absatzmengen) durch drei Alternati-
ven (Produktionsmengen) reagieren. Wsste sie, wann die Absatzmengen eintreten werden, kdnnte
sie auch genau mit der entsprechenden Produktionsmenge reagieren. Dies ist aber bei der Klarient
AG gerade nicht der Fall; die Unternehmensleitung weiss nicht, wann und welche Absatzmenge
verkauft wird. Sie sieht sich also einem Feld von 9 ( = 3 « 3 ) Kombinationen gegeniber.

In der untenstehenden Ergebnistabelle Uber Deckungsbeitrage werden die drei Alternativen (Pro-
duktionsmengen) den drei Umweltzustdanden (Absatzmengen) gegenubergestellt. Sie enthalt die
dem Unternehmen zufliessenden Deckungsbeitrage in CHF fir jedes Kombinationsfeld.

Abb. 47: Ergebnistabelle Deckungsbeitrédge der Klarient AG

Subjektive Eintritts- 20% 50% 30% 100%
*Qhrscheinlichkeiten
Umweltzustande E
(Absatz- 3’000 4’000 5’000 %
mengen) g’
Alternativen T
(Produktions- s
mengen) w
3’000 54°000.00 48°000.00 42'000.00 47°400.00
4’000 32°000.00 72'000.00 66'000.00 62'200.00
5000 10’000.00 50°000.00 90°000.00 54°000.00
Berechnungserkladrungen (ein paar Beispiele):
Deckungsbeitrag Absatzerlos variable Herstellkosten
54'000.00 = 3'000 + 40.00 - 3'000 + 22.00
Deckungsbeitrag Absatzerlos variable Herstellkosten
32'000.00 = 3'000 + 40.00 - 4'000 » 22.00
Deckungsbeitrag Absatzerlos variable Herstellkosten variable Zukaufskosten*)
66'000.00 = 5'000 + 40.00 - 4'000 - 22.00 - 1'000 » 46.00
Erwartungswert
Deckungsbeitrag
47'400.00 = 54'000.00 + 0.20 + 48'000.00 « 0.50 + 42'000.00 » 0.30

*) Die variablen Zukaufskosten entstehen nur, weil die Unternehmensleitung keinen Kundenverlust
von 90% hinnehmen will. Sie setzen sich aus dem Kaufpreis und den Transportkosten zusamen.
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Den einzelnen Umweltzustanden kénnen nun die subjektiven Eintrittswahrscheinlichkeiten zugeord-
net werden. Da die Unternehmensleitung die Deckungsbeitrage maximieren will, kann die Masszahl
Erwartungswert (gewichtete Deckungsbeitrédge pro Alternative) als gute Entscheidungsgrundlage
dienen. Sie besagt, dass, wenn unendlich viele Male die Entscheidung - bei gleichen Voraussetzun-
gen - wiederholt wirde, ein durchschnittlicher Deckungsbeitrag in der Hohe des Erwartungswertes
erreicht wirde.

Falls keine Informationen bezuglich subjektive Eintrittswahrscheinlichkeiten vorhanden sind
und/oder wenn der Entscheidungstrager generell eine pessimistische Einstellung hat, sollte der Ent-
scheid nach dem sogenannten 'Minimax-Prinzip' gefallt werden. Dabei gehrt der Entscheidungs-
trager davon aus, dass er ein 'Pechvogel’ ist, und er somit pro Alternative immer den schlechtesten
Umweltzustand antreffen wird. Da er aber ékonomisch denkt, wahlt er nun diejenige Alternative,
welche das beste Resultat der schlechtesten Umweltzustéande aufweist.

Im vorliegenden Fall sind fir die Alternativen 3'000 bzw. 4'000 und 5'000 folgende Ergebnisse die
schlechtesten: 42'000.00 bzw. 32'000.00 und 10'000.00. Das beste dieser schlechtesten Ergebnisse
ist 42'000.00 und tritt bei der Alternative 3'000 Produktionsmenge ein.

6.4.2.3 Strateqgie-Entscheid

Der maximale Erwartungswert (= CHF 62'200.00) wird bei der Alternative: Produktion von 4'000
Mengeneinheiten, erreicht. Aufgrund dieser Berechnungen wird die Unternehmensleitung beschlies-
sen, eine Produktion von 4'000 Mengeneinheiten vorzunehmen, um einen maximalen Zielerrei-
chungsgrad (Deckungsbeitrag) bei den vorhandenen Schwankungen des Absatzes zu erreichen.

6.4.3 Quintessenz

Ohne das Wissen der Vergangenheit ist eine Voraussage unmaoglich; ohne ein Interesse an der
Zukunft ist das Wissen der Vergangenheit fruchtlos.'"" Jeder Entscheid wird im Grunde fir die Zu-
kunft gefallt. Um einen rationalen Entscheid fallen zu kdnnen, muss man eine Prognose der Zukunft
wagen. Dies ist aber nur sinnvoll, wenn die Erfahrung aus der Vergangenheit mit einbezogen wird.
Die Vergangenheit ist umgekehrt nur von Nutzen, wenn sie mehr Erkenntnisse fur die Zukunft er-
mdglicht. Indem man Alternativen (aufgrund der bestehenden Informationen) formuliert und ver-
sucht, sich uUber die Chancen ihres Eintritts klar zu werden, versucht man der Vergangenheit mehr
Informationen fur die Zukunft abzugewinnen und die uns schon bekannten Ungewissheiten der Ver-
gangenheit der Zukunft 'weiter zu verrechnen'. Die Zukunft selbst bleibt dabei weiter ungewiss, nur
werden bekannte bzw. abschatzbare Ungewissheiten schon zum Voraus offengelegt, damit auf-
grund dieser Einsicht rationalere Entscheidungen getroffen werden kénnen.

Nicht nur wir Menschen sind Schwankungen (psychischer Art) unterworfen, auch viele Zielvorstel-
lungen werden ganz unterschiedlich erreicht. Aufgrund dieser Tatsache ist es zwecklos, bei der Ent-
scheidungsfindung so zu tun, wie wenn das Ziel bzw. die Zukunft nur einen Wert annehmen kdnnte.
Durch die Schatzung von subjektiven Wahrscheinlichkeiten kommt man der Wirklichkeit dadurch
naher, dass man aufgrund der Erfahrung aus der Vergangenheit und unter Bericksichtigung even-
tueller Strukturbriiche versucht, einen Zielerreichungsspielraum abzuschatzen. Auch wenn diese
Methode nicht immer zu neun Entscheidungen fuhrt, so hat sie gegenuber den sonst Ublichen, ein-
wertigen Zielerreichungsvorstellungen den Vorteil, dass sie den Entscheidungstrager zwingt, das
Problem zu strukturieren, zu analysieren und die schon vorhandenen Unsicherheiten mit den daraus
folgenden Konsequenzen zu quantifizieren. Durch diese 'vertiefte' Erfassung der Problematik ist in
jedem Falle eine fundiertere Entscheidung sicher.

11 FASB, 1980, S. xi.
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6.5 Perfekte Information und deren Wert

Wenn nun der Gemiisehandler von Kapitel 6.4.1 zu einem Berater geht und ihn fragt, ob es sich
nicht lohnen wirde, fur eine genauer Erfassung bzw. Abschatzung der Unsicherheiten Geld auszu-
geben (z.B. via Marktforschung usw.), kénnte dieser ihm wie folgt antworten: Wenn der Gemiise-
handler durch diese Untersuchung erreichen kénnte, dass es flr ihn keine Unsicherheit mehr gabe
bzw. dass er jeden Tag genau wisste, wie gross die Nachfrage (Umweltzustand) sein wirde, und
er dementsprechend 'sicher' einkaufen kdnnte (Alternative), sdhe seine Nettoeinnahmen-Matrix in
CHF wie folgt aus:

Abb. 48: Nettoeinnahmen-Matrix Gemiisehandler (ohne Unsicherheit)

Objektive Eintritts- 5% 20% 40% 25% 10% 100%
wahrscheinlichkeiten
Umweltzustand =
(Nachfrage in Kisten 0 1 2 3 4 2
entspricht :g:
Alternative K
(Einkauf in Kisten) z
Nettoeinnahmen 0 60 120 180 240 129

Wenn diese Nettoeinnahmen in CHF mit ihren nun objektiven Eintrittswahrscheinlichkeiten gewichtet
werden, so ergibt dies einen Erwartungswert von CHF 129.00 pro Tag. Dieser Betrag entspricht dem
maximalen, durchschnittlichen Wert an Nettoeinnahmen, den der Gemusehandler bei perfekter In-
formation (also Sicherheit) erhalten kénnte. Es muss immer noch der Erwartungswert (gewichteter
Durchschnitt) ausgerechnet werden, weil die Nachfrage immer noch schwankt (entsprechend den
objektiven Eintrittswahrscheinlichkeiten); die Anpassung des Einkaufs kann aber dank der perfekten
Information sofort erfolgen.

Der Berater konnte dem Gemisehandler also sagen, dass er maximal CHF 39.00 pro Tag ausgeben
dirfe, um eine genauere Abschatzung der Unsicherheit zu erhalten. Diese CHF 39.00 pro Tag set-
zen sich zusammen aus dem Erwartungswert der Nettoeinnahmen pro Tag bei perfekter Information
(CHF 129.00) minus den Erwartungswert bei Unsicherheit (CHF 90.00). In Wirklichkeit wird der Ge-
musehandler aber nicht bereit sein, CHF 39.00 pro Tag fir zusatzliche Informationen zu bezahlen,
da perfekte Information nie, auch nicht durch noch so intensive Forschung, erreicht werden kann.

6.6 Verhaltensanderung und Unsicherheit

Im Gegensatz zu Kapitel 6.4 geht es hier nicht um die Maximierung einer Zielgrésse, sondern um
die Erklarung einer Verhaltensanderung aufgrund sich andernder Wahrscheinlichkeiten. Anhand ei-
nes Beispiels soll diese Problematik néher erlautert werden.

6.6.1 Ausgangslage und Fragestellung

"3Als Geschafts- oder Ferienreisender kann man haufig in die folgende missliche Lage kommen:
Obwohl man sein Hotelzimmer im Voraus reserviert und daflir sogar eine Reservationsgebuhr be-
zahlt hat, ist das Hotel, wenn man es todmude endlich erreicht, schon voll besetzt. Der Geschafts-
oder Ferienreisende stellt sich notgedrungen folgende Frage: Unter welchen Bedingungen lohnt es
sich fur einen Hotelbesitzer, Reservationen fir Zimmer entgegenzunehmen und diese dann trotz-
dem an neue Gaste zu vergeben?

112 siehe auch BERENSON, LEVINE, 1986, 71999, S. 269.
113 siehe auch TREYER, 1984, S. 22-23.
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Angenommen die Reservationsgebiihr betragt CHF 10.00, eine Ubernachtung kostet CHF 120.00,
wobei die Reservationsgebulhr nicht angerechnet wird. Wenn eine giiltige Reservation vom Hotel
nicht eingelost werden kann - weil das Hotel das Zimmer schon weiter vergeben hat, obwohl| es
reserviert war - Gbernimmt das Hotel fiir den reservierenden Gast die Kosten fiir eine Ubernachtung
in einem gleichwertigen Nachbarhotel als 'Wiedergutmachung'. Dank einem Spezialarrangement
unter den Hotelbesitzern verrechnen sie sich gegenseitig bei Fremdunterbringungen CHF 100.00.
Es wird davon ausgegangen, dass im Hotel nur einmal Ubernachtet wird und dass durch die Gratis-
Unterbringung die Kundschaft nicht verargert wird. Der Hotelbesitzer méchte seine Nettoeinnahmen
maximieren. Unter der Annahme, dass samtliche anderen Kosten des Hotels Bereitschaftskosten
bzw. fix sind, entspricht dies der Maximierung des Deckungsbeitrages.

6.6.2 Darstellung der Ausgangslage in einer Ergebnistabelle
Auch hier kann die Ausgangslage in einer Ergebnistabelle fir den Hotelbesitzer aufgestellt werden.

Abb. 49: Ergebnistabelle Nettoeinnahmen des Hotelbesitzers

Umweltzusténde
(Nachfrage derjenigen,
die schon reser- JA NEIN
viert haben)
Alternativen
(Zimmervergabe
an neue Géste)
JA 30.00 130.00 *
NEIN 130.00 ** 10.00

Berechnungserklarungen:

30.00: Das reservierte Zimmer wurde an einen neuen Gast vergeben (Einnahmen: CHF 120.00), der Gast,
der reserviert hat, ist aber erschienen (Kosten fir Fremdunterbringung: CHF 100.00 minus Reservations-
gebuhr von CHF 10.00), was insgesamt CHF 30.00 an Deckungsbeitrag ergibt.

130.00 *: Der Gast, der reserviert hat, ist nicht erschienen (Reservationsgebihr: CHF 10.00), doch wurde
das Zimmer weiter vergeben (Einnahmen: CHF 120.00), was zusammen einen Deckungsbeitrag von CHF
130.00 ausmacht.

10.00: Der Gast, der reserviert hat, ist nicht erschienen, und das Zimmer wurde nicht weiter vergeben,
was einen Deckungsbeitrag von CHF 10.00 ergibt.

130.00 **: Der Gast, der reserviert hat, ist erschienen und hat das Zimmer beziehen kénnen, was einen
Deckungsbeitrag von CHF 130.00 ausmacht (Zimmer: CHF 120.00 plus Reservationsgebuhr: CHF 10.00)

Unter der Annahme, dass alle leeren Zimmer reserviert wurden, steht der Hotelbesitzer vor folgen-
den Umweltzustdnden (Nachfrage derjenigen, die schon reserviert haben): Entweder kommt der
Gast, der das Zimmer reserviert hat, oder der Gast kommt nicht. Der Hotelbesitzer kann zwischen
zwei Alternativen wahlen: Entweder wartet er auf den Gast, der das Zimmer reserviert hat, oder er
vergibt es an einen neuen Gast. Die Nachfrage nach Zimmern Ubersteigt in diesem Hotel das An-
gebot. Dass diese Auswahlmoglichkeit nicht immer gegeben ist, sei hier ausser Acht gelassen. In
den vier (2 « 2 = 4) Kombinationsfeldern sind die Deckungsbeitrédge in Franken des Hotelbesitzers
angegeben.

Die Ergebnistabelle zeigt, dass der Hotelbesitzer am besten abschneidet, wenn er das Zimmer auf
irgendeine Art vergeben kann (dies ist ja selbstverstandlich). Ein solcher Entscheidungsraum wirde
aber voraussetzen, dass der Hotelbesitzer selbst bestimmen konnte, welcher der Umweltzustande
eintreten wird. Damit kdnnte er immer die optimale Alternative ergreifen.

Die Umweltzustande (Nachfrage derjenigen, die schon reserviert haben) hangen aber nicht bzw. nur
sehr wenig vom Hotelbesitzer selbst ab, sondern von der Moral, dem Wetter, der Tageszeit und den
Bedurfnissen der Leute, die bei ihm reserviert haben. Dem Hotelbesitzer bleibt nur die Mdglichkeit,
zu versuchen, die jeweiligen subjektiven Eintrittswahrscheinlichkeiten der beiden Umweltzustande
abzuschatzen (siehe gleich anschliessendes Kapitel 6.6.3).
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6.6.3

Losungsansatze

Heuristisch: Ergebnistabelle mit subjektiven Eintrittswahrscheinlichkeiten

In der folgenden Tabelle wurde die Tabelle um mégliche, vom Hotelbesitzer geschatzte subjektive

Eintrittswahrscheinlichkeiten erweitert.

Abb. 50: Ergebnistabellen Nettoeinnahmen des Hotelbesitzers bei Situation |, II, Il

(1-p) (p)
Situation Situation
| Il 11 | Il Il
Subjektive Eintritts- 20% 55% 90% 80% 45% 10% | 100% | 100% | 100%
wahrscheinlichkeiten
Umweltzustande Erwartungswert
(Nachfrage derjenigen,
die schon reser- JA NEIN
viert haben) Situation
Alternativen
(Zimmervergabe
an neue Géste) | I "
JA 30.00 130.00 110.00 | 75.00 | 40.00
NEIN 130.00 10.00 34.00 | 76.00 [118.00

Wenn man nun den gewichteten Durchschnitt der beiden Alternativen (Erwartungswert) berechnet
(d.h. Multiplikation der Deckungsbeitrage mit einem der drei beispielhaften, subjektiven Wahrschein-
lichkeiten [Situation I, Il oder Il] und anschliessend entlang der Zeile addiert), erhalt man eine Mass-
zahl, die dem Hotelbesitzer folgende Entscheidungshilfe gibt: Falls er bei gleichbleibenden Grund-
annahmen unendlich viele Male dieselbe Entscheidung (Wahl der gleichen Alternative) treffen
konnte, wurde er im Durchschnitt diesen Deckungsbeitrag pro Entscheidung erhalten.

Die schattierten Erwartungswerte stellen die Maxima der zugehérigen subjektiven Eintrittswahr-
scheinlichkeiten dar. Da der Hotelbesitzer seinen Deckungsbeitrag maximieren will, zeigen diese
schattierten Erwartungswerte die fur den Hotelbesitzer optimale Alternative an. Wie aus der obigen
Ergebnistabelle ersichtlich, andert sich die optimale Alternative je nachdem, welche der drei bei-
spielhaften, subjektiven Wahrscheinlichkeitspaare ausgewahlt wurden (speziell Situation | oder IlI).
Daraus kénnen wir sehen, dass es sich flr den Hotelbesitzer in unserem Beispiel erst dann lohnt,
das schon reservierte Zimmer an einen neuen Gast zu vergeben, wenn die subjektive Eintrittswahr-
scheinlichkeit, dass der Gast, der das Zimmer reserviert hat, nicht kommt, mehr als 45% betragt.

Mathematischer Losungsansatz

Die mathematisch exakte, subjektive Wahrscheinlichkeit, die eine Verhaltensanderung in der Wahl
der Alternative des Hotelbesitzers bewirkt, kann durch die folgende Gleichung ermittelt werden.
Dabei entspricht (p) der subjektiven Eintrittswahrscheinlichkeit, dass der Gast, der reserviert hat,
nicht kommt und (1-p) der subjektiven Eintrittswahrscheinlichkeit, dass der Gast, der reserviert hat,
auch wirklich kommt.

20. August 2024 Business_Statistik_2Aufl_2024_10_X_v33.docx

© Dr. Oscar Treyer



Business Statistik - zweite, Isicht iiberarbeitet Auflage 6 7

30« (1-p)+130+p=130°+(1-p)+ 10 p
30-30p +130p=130-130p + 10p
30 +100p = 130 - 120p
220p =100
p= 0.4545 oder 45.45%

6.6.4 Strategie-Entscheid / Beantwortung der Fragestellung

Zurickkommend auf die Fragestellung kann flr den Hotelbesitzer im obigen Beispiel folgendes ge-
sagt werden: Wenn die subjektive Eintrittswahrscheinlichkeit, dass der Gast, der reserviert hat,
kommt, grosser als etwa 45% ist, lohnt es sich fur den Hotelbesitzer nicht, das reservierte Zimmer
einem neuen Gast zu vergeben; ist die subjektive Wahrscheinlichkeit, dass der Gast, der reserviert
hat, kommt, kleiner als etwa 45%, so lohnt es sich flir den Hotelbesitzer, das reservierte Zimmer an
einen neuen Gast zu vergeben.

6.6.5 Verhaltensanderunqg des Hotelbesitzers

Die Verhaltensanderung wird nicht durch die Reservationsgebihr beeinflusst, da wir ja nur die Falle
betrachten, wo der Gast schon ein Zimmer reserviert hat. Ausschlaggebend fir die Entscheidung
des Hotelbesitzers, ob er das schon reservierte Zimmer an einen neuen Gast weiter vergibt oder
nicht, sind nur die Fremdunterbringungskosten und die Einnahmen aus der Ubernachtung.

Kostet die Fremdunterbringung gleich viel wie die Einnahmen aus der Ubernachtung, dann ist die
Grenze 50%; ist die subjektive Eintrittswahrscheinlichkeit, dass der Gast, der reserviert hat, kommt,
kleiner als 50%, so wird der Hotelbesitzer das Zimmer an einen neuen Gast vergeben und sonst
eben nicht.

Reserviert man z.B. via Kreditkarte und besteht die Bedingung, dass man mindestens eine Nacht
bezahlen muss, ob man im Hotel Ubernachtet oder nicht, besteht flir den Hotelbesitzer gar keinen
Anreiz, das Hotelzimmer an einen neuen Gast zu vergeben. Bei dieser Art der Reservation entfallt
normalerweise die Reservationsgebuhr.

Wird die Gratis-Fremdunterbringung als 'Wiedergutmachung' nicht offeriert, dann lohnt es sich fir
den Hotelbesitzer immer, das schon reservierte Zimmer an einen neuen Gast weiter zu vergeben,
da er in keinem Fall mit einer Einbusse seiner Nettoeinnahmen rechnen muss. Diese Aussage gilt
aber nur sehr kurzfristig. Das Modell enthalt keine Berticksichtigung der Massnahmen der Gaste auf
eine solche Behandlung. In Wirklichkeit werden sie sich das Nicht-Einhalten der Reservation durch
das Hotel merken und nie mehr dort absteigen wollen. Zudem werden sie negative Werbung fur das
Hotel machen (Prestigeverlust), was langfristig zu einem Riickgang der Gastezahl fur den Hotelbe-
sitzer fuhrt.

Je teurer die Fremdibernachtung den Hotelbesitzer zu stehen kommt, desto grosser muss die sub-
jektive Eintrittswahrscheinlichkeit sein, dass der Gast, der reserviert hat, nicht kommt, damit es sich
fur den Hotelbesitzer lohnt, das Zimmer an einen neuen Gast zu vergeben.

6.7 Quintessenz

Auch bei der Losung dieses Problems wurde ersichtlich, wie gut sich subjektive Wahrscheinlichkei-
ten eignen, fundiertere Entscheidungen treffen zu kénnen. Diese subjektiven Wahrscheinlichkeiten
mussen zwar immer noch geschatzt werden. In diesem Beispiel kdnnte diese Schatzung durch eine
Stichprobenerhebung lber eine gewisse Zeitspanne hinweg untermauert werden. Damit hatte der
Hotelbesitzer einen groben Richtwert, den er dann je nach Wetter, Tageszeit usw. intuitiv verandern
kann, um die fir den jeweiligen Zeitpunkt 'richtige' subjektive Eintrittswahrscheinlichkeit zu erhalten.
Dadurch ist er in der Lage, eine effizientere Entscheidung zu fallen, die nicht nur auf blosses Gut-
duinken zurickzufihren ist, sondern aufgrund eines logisch aufgebauten Modells mit Einbezug von
'gestrigen' Messdaten, der Zukunft aber angepasst, entstanden ist.
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6.8 Repetitionsfragen

6.8.1 Terramare AG"

Die Firma Terramare AG ist auf den Handel mit Fischen und Schalentieren spezialisiert.
Die eingekaufte Ware verkauft sie an Detailhandelsketten. Die Treuhandgesellschaft Controla steht
ihr regelmassig als Unternehmensberater bei.

1. Teil
Das Unternehmen kaufte bis anhin taglich — jeweils am Morgen — Fische und Schalentiere, die an
den Detailhandel weiterverkauft wurden.

Der durchschnittliche Einkaufspreis betragt CHF 8.—/kg, der durchschnittliche Verkaufspreis CHF
12.—/kg. Die nicht verkaufte Ware wird am Abend zu CHF 2.—/kg einem lokalen Restaurant verkauft.

Ubersteigt einmal die Nachfrage das Angebot der Terramare AG, so geben sich die Kunden — ohne
spatere Markteinbusse — mit dem vorhandenen Angebot zufrieden.

Eine statistische Erhebung der Tagesumsatze ergab folgende, fir eine (subjektive) Wahrscheinlich-
keitsrechnung verwendbare Werte:

verkaufte Menge | beobachtete Verkaufe
1'000 kg 5
2'000 kg 15
3'000 kg 15
4'000 kg 10
5'000 kg 5
50

Es werden nie weniger als 1000 kg oder mehr als 5000 kg taglich verkauft, und es kann kein Trend
in den verkauften Mengen festgestellt werden.

a) Berechnen Sie auf der anschliessend aufgeflihrten Matrix der taglichen Zahlungstiberschiusse
— aufgrund der beobachteten Verkaufe — die taglichen Zahlungsiberschiisse flr alle Kombinati
onsmaoglichkeiten.

b) Berechnen Sie den mathematischen Erwartungswert der taglichen Zahlungsiberschisse fir alle
Einkaufs-Varianten.

c) Schlagen Sie — aufgrund der Berechnungen unter a) und b) — der Direktion die beste Variante fur
die tagliche Einkaufsmenge vor.

114 Biicherexperten-Hauptpriifung 1984: Aufgabe Nr. 8 (1. Teil)
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Berechnungs-Hilfstabelle

Matrix der taglichen Zahlungsiiberschiisse

Absatz
Einkauf

1'000 kg

1'000 kg 2'000kg | 3'000kg | 4'000kg | 5'000 kg

2'000 kg

3'000 kg

4'000 kg

5'000 kg

6.8.2 Ventilkolben-Unternehmen'

Ein Unternehmen, das Ventilkolben herstellt, erhalt einen Auftrag eines Kunden zur Herstellung von
1'000 Spezial-Ventilkolben. Der Kunde ist bereit, CHF 120'000.00 fiir den Auftrag zu bezahlen.

Da das Unternehmen bei der Herstellung von Spezial-Ventilkolben noch keine grosse Erfahrung hat,
ist es nicht sicher, wie hoch die zusatzlichen Kosten fiir den oben erwahnten Auftrag ausfallen wer-
den. Ungewissheit herrscht insbesondere beziiglich unvorhergesehenen Produktionsproblemen und
nur rudimentar abschatzbaren Lernkurveneffekten.

Aufgrund von Kosten-Daten aus der Vergangenheit konnten folgende drei Szenarien bezuglich der
zusatzlichen Kosten (inkl. deren Eintrittswahrscheinlichkeiten) ermittelt werden:

Auftrag zur Herstellung von zusétzliche Eintritts-
1'000 Spezial-Ventilkolben Kosten wahrschein-

in CHF lichkeiten
optimistisches Szenario 102’000.00 0.25
realistisches Szenario 114°000.00 0.45
pessimistisches Szenario 128°000.00 0.30

e Ermitteln Sie eine Ergebnistabelle bezlglich zusatzlichen Gewinns fur den obenstehenden Auf-
trag fUr alle (Entscheidungs-)Alternativen und deren moégliche Umweltzustande.

e Welche (Entscheidungs-)Alternative wiirden Sie dem Unternehmen vorschlagen (Uberlegun-
gen / Berechnungen / Kennzahlen), wenn Sie davon ausgehen kénnen, dass das Unterneh-
men den zu erwartenden, zukunftigen zusatzlichen Gewinn maximieren méchte und sich be-
ziuglich Risikos indifferent verhalt?

e Welche (Entscheidungs-)Alternative wiirden Sie dem Unternehmen vorschlagen (Uberlegungen
/ Berechnungen / Kennzahlen), wenn Sie davon ausgehen kdnnen, dass das Unternehmen eine
pessimistische Einstellung hat und diejenige (Entscheidungs-) Alternative auswabhlt, die bei Ein-
tritt der unglinstigsten Situation zum relativ besten Ergebnis flihrt?

o Wegen der Unsicherheit Uber die zusatzlichen Kosten beziiglich des oben erwahnten Auftrages
ist das Unternehmen gewillt, zusatzliche Abklarungen vorzunehmen. Welchen Betrag sollte das
Unternehmen firr die zusatzlichen Abklarungen maximal ausgeben und aufgrund welcher Uber-
legung / Berechnung / Kennziffer, wenn Sie davon ausgehen kénnen, dass mit den Abklarungen
vollkommene Transparenz der zusatzlichen Kosten beziglich des oben erwahnten Auftrages
entsteht und dadurch klar festgelegt werden kann, ob das pessimistische, realistische oder opti-
mistische Szenario gilt.

115 siehe auch MAGEE, 1986, S. 37ff.
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7 DISKRETE UND STETIGE ZUFALLSVERTEILUNGEN

7.1 Diskrete Zufallsverteilungens

Die Kapitel 2, 3 und 5 befassten sich mit der deskriptiven Statistik, d.h. mit den Methoden des infor-
mativen Organisierens, Zusammenfassens und Darstellens von Daten. Die Fokussierung war dabei
auf Sachverhalte gerichtet, die sich bereits ereignet hatten.

Mit dem letzten Kapitel Gber die Wahrscheinlichkeitsrechnung &nderte sich die Betrachtungsweise:
man begann Uberlegungen anzustellen, wie ein Sachverhalt wahrscheinlich eintreten diirfte. Damit
wurde der erste Schritt zu statistischen Schlussfolgerungen''” getan, indem auf der Basis von Be-
obachtungen Aussagen bezlglich der Grundgesamtheit gemacht wurden.

In diesem Kapitel geht es um Zufallsverteilungen, die den Haufigkeitsverteilungen sehr ahnlich sind,
nun aber nicht mehr die Vergangenheit beschreiben, sondern die Eintrittswahrscheinlichkeit eines
zukunftigen Ereignisses.

7.1.1 Einfuhrendes Beispiel

Eine Zufallsverteilung ist eine Auflistung der auftretenden Falle''8 in einem 'idealtypischen
Experiment' mit der Angabe der diesbeziiglichen Wahrscheinlichkeiten.

Die Frage lautet nun, wie eine solche Zufallsverteilung generiert werden kann.

o Zuerst wird unterstellt, dass ein 'idealtypisches Experiment' vorliegt, d.h. dass die Eintrittswahr-
scheinlichkeit der moéglichen Falle rein zufallig ist.

e In einem zweiten Schritt wird durch logische Uberlegungen ermittelt, welche moglichen Fille
Uberhaupt eintreten kénnen.

e In einem letzten Schritt werden die Wahrscheinlichkeiten fur die auftretenden Falle ermittelt.
Die auftretenden Falle werden auch als Zufallsvariable''® bezeichnet.

Anhand des folgenden Beispiels soll das oben gesagte illustriert werden.

Angenommen das Experiment bestiinde darin, dass man eine Miinze mit Kopf oder Zahl auf jeder
Seite zweimal nacheinander aufwerfen und man daran interessiert ist, wie viele Képfe dabei nach
oben gerichtet zu liegenden kdmen und wie gross die diesbeziglichen Wahrscheinlichkeiten waren.

e Damit man Uberhaupt eine Aussage machen kann, musste man unterstellen, dass die Munze
'vollkommen' ist, also rein zufallig auf die eine oder andere Seite fallt.

¢ Im zweiten Schritt missen alle méglichen Falle ermittelt werden. Die folgende Darstellung soll
dies aufzeigen, wobei 'K' fir 'Kopf' steht und 'Z' fir 'Zahl":

Abb. 51:Mogliche Fille eines Miinzen-Experiments

mogliche Anzahl
Falle 1. Wurf 2. Wurf Kopfe

1 Z 4 0

2 V4 K 1

3 K 4 1

4 K K 2

116 discrete probability distributions
7 inferences

118 outcomes

119 random variable
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Es ist festzuhalten, dass der Fall 'kein Kopf' sowie 'zwei Kdpfe' je einmal auftritt, der Fall 'ein
Kopf' aber zweimal.

e Beim letzten Schritt sind die Wahrscheinlichkeiten der Anzahl 'Képfe' zu ermitteln.
Die Zufallsverteilung der Falle 'kein Kopf', 'ein Kopf' und 'zwei Kdpfe' sieht nun wie folgt aus:

Abb. 52: Zufallsverteilung der Anzahl 'Kopfe' des Miinzen-Experiment

Anzahl  Wahrschein-

Kopfe lichkeit
0 0.25
1 0.50
2 0.25

Die Zufallsverteilung der Falle 'kein', 'ein' oder 'zwei' obenliegende 'Képfe' beim zweimaligen
Werfen einer Miinze kann grafisch wie folgt dargestellt werden:

Abb. 53: Wahrscheinlichkeiten des Miinzen-Experiments

0.60

0.50

0.40

0.30

0.20

Wabhrscheinlichkeit

0.10

0.00

0 1 2
Anzahl Kopfe

71.2 Zwei Typen von Zufallsverteilungen
Es gibt zwei Typen von Zufallsverteilungen, namlich die diskreten’2 und die stetigen2!.

Die diskreten Zufallsverteilungen haben die Eigenschaft, dass sich die Werte der auftretenden
Falle bzw. die Werte der Zufallsvariable klar voneinander abgrenzen. Bei diskreten Zufallsver-
teilungen handelt es sich meistens um das Resultat eines Zahlvorganges. Z.B. Anzahl 'Képfe' beim
Munzenwerfen, Anzahl von Kunden in einem Geschaft, usw.

Im Gegensatz dazu haben die stetigen Zufallsverteilungen die Eigenschaft, dass die auftretenden
Félle bzw. Zufallsvariable jeden Wert innerhalb gewisser Limiten annehmen kénnen bzw.
kann. Z.B. Luftdruck in Pneus, Distanz zwischen Ortschaften, Grosse von Menschen bzw. Baumen,
usw.

120 discrete
121 coninuous
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7.1.3 Arithmetisches Mittel, Standardabweichung und Varianz einer Zufalls-
verteilung

Das arithmetische Mittel einer Zufallsverteilung wird als Erwartungswert (siehe Kapitel 6.4.1,
6.4.2 und 6.5) bezeichnet und berechnet sich wie folgt:

=B = > [ pCxo)]

u steht fUr das arithmetische Mittel [mU]

E(X) steht fur den Erwartungswert

x; steht fur einen Wert der auftretenden Falle bzw. der Zufallsvariablen
p(x;) ist die relative Wahrscheinlichkeit eines x; — Wertes

Die Standardabweichung bzw. Varianz einer Zufallsverteilung berechnet sich wie folgt:

o= i/Z[(xi -2 p(x)]

o2 =VO) = ) [ - 1) )]

o bzw. 6?2 steht fiir die Standardabweichung bzw. Varianz [sigma]

u steht fur das arithmetische Mittel [mu] bzw. den Erwartungswert E(X)
V(X) steht fur die Varianz

x; steht fUr einen Wert der auftretenden Falle bzw. der Zufallsvariablen
p(x;) ist die relative Wahrscheinlichkeit eines x; — Wertes

7.1.4 Binomialverteilung

Die Binomialverteilung'2? ist ein Beispiel fur eine diskrete Zufallsverteilung. Sie weist folgende Ei-
genschaften auf:

e Es gibt nur zwei sich gegenseitig ausschliessende auftretende Félle bei jedem Experi-
ment-Versuch, namlich 'Erfolg' oder 'Misserfolg'.

o Die auftretenden Falle bzw. die Zufallsvariable ist das Resultat aus der Zahlung der 'Erfolge’
bei einer vorgegebenen Anzahl von Versuchen.

e Die Wahrscheinlichkeit eines 'Erfolges' bzw. 'Misserfolges' bleibt bei jedem Versuch gleich
gross. Es handelt sich also um ein Experiment mit 'zurticklegen'.

o Die Versuche sind unabhdngig voneinander, d.h. das Resultat eines Versuches hat keinen
Einfluss auf das Resultat eines anderen Versuches.

Die Frage lautet nun, wie eine Binomialverteilung 'konstruiert' wird.

Dazu bendtigen wir zwei Parameter, namlich

e die Anzahl der Versuche und
o die (theoretische) Wahrscheinlichkeit des 'Erfolges' bei jedem Versuch.

122 phinomial probability distribution
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Die Einzelwahrscheinlichkeit des Auftretens von x; 'Erfolgen' der Binomialverteilung berech-
net sich wie folgt:

n!

P(x;) = mre (1-m)t s

X! - (n-x)!

P(x;) ist die Einzelwahrscheinlichkeit des Auftretens von x; 'Erfolgen’
x; steht fur die Anzahl des Auftretens von 'Erfolgen’
n ist die Anzahl von Versuchen
7 ist die (theoretische) Wahrscheinlichkeit des 'Erfolges’ bei jedem Versuch [pi]
I steht fur 'Fakultat' und bedeutet die Multiplikation der vorgegebenen Zahl mit
der nachst kleineren ganzen Zahl bis hinunter auf 1 (definitionsgemass ist 0! = 1)

Beim oben aufgeflihrten Beispiel des zweimaligen Werfens einer Miinze wirde die (gerechnete)
Einzelwahrscheinlichkeit des Auftretens von einem 'Kopf' wie folgt berechnet:

21

: 1 2-1_ _
m'O-S - (1-05)2"1=2-05-05=05

P(1) =

Ein weiteres Beispiel soll die Vorgehensweise vertiefen:

Bei einer Prifung gabe es vier Multiple-Choice - Fragen, bei denen jeweils vier mogliche Antworten
zur Verfigung stehen und nur eine Antwort richtig ist, d.h. die (theoretische) Wahrscheinlichkeit des
'Erfolges' bei jedem Versuch betragt 0.25.

Wie gross ist die Einzelwahrscheinlichkeit, dass rein zufallig (also ohne irgendwelches Wissen Uber
die gestellten Fragen) kein, eine, zwei, drei oder vier Fragen richtig beantwortet wiirden, wobei 'r' fir
'richtige Antwort' und 'f' fir 'falsche Antwort' stehen soll?

Da die (theoretische) Wahrscheinlichkeit des 'Erfolges' bei jedem Versuch nicht mehr 0.50 betragt,
ist die L6sung nun nicht mehr so einfach wie unter Kapitel 7.1.1. Auch die oben aufgefihrte Berech-
nungsformel ist sehr langwierig zu rechnen. Aus diesem Grund wurden Tabellen fir Binomialvertei-
lungen erstellt (siehe Tabellen-Sammlung, Seite 212).

Aus der Tabelle der Binomialverteilung in der Tabellen-Sammlung (Seite 212) kénnen fir obige Fra-
gestellung folgende Einzelwahrscheinlichkeiten herausgelesen werden (siehe 'Auszug' unten):
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Aufgrund dieser Einzelwahrscheinlichkeiten kann auch die folgende Aussage gemacht werden:

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Halfte und mehr Fragen rein zufallig richtig angekreuzt wirden, ist
nur ca. 26.2%. (= Summe der schattierten Einzelwahrscheinlichkeiten im obigen 'Auszug') und sinkt
bei 10 Fragen bereits auf ca. 7.8%

In der Folge sind einige grafische Darstellungen von Binomialverteilungen aufgefuhrt:

Abb. 54: Ausgewahlte Binomialverteilungen mit 10 Versuchen

m=0.05n=10 m=0.25:n=10
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Die obigen Darstellungen zeigen klar auf, dass die Binomialverteilung mit kleinem m eine linkssteile
bzw. positive Schiefe und eine Binomialverteilung mit grossem m eine rechssteile bzw. negative
Schiefe aufweist.
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Abb. 55: Ausgewihlte Binomialverteilungen mit &t = .10

m=0.10;n=4 m=0.10;n=7
0.70 — 0.70
§0.60 T &50.60
3 0.50 +— 3 0.50
fE) 0.40 +— §0.40
g 0.30 +— %’ 0.30
£020 +— £0.20 -
H S
$0.10 +— $0.10 —”
i 0.00 : —0 ‘ o oA N | N | T ——
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 5 6 7
Anzahl 'Erfolge"’ x; Anzahl 'Erfolge’ x;
m=0.10;n=10
0.70
Z0.60
o
3 0.50
5 0.40
$ 030 1
2000 LI
[
So0 LT
Sooo L U 0 o
0 2 4 6 8 10
Anzahl 'Erfolge’ x;
m=0.10;n=20 m=0.10;n=40
0.70 0.70
% 0.60 Z0.60
o o
3 0.50 % 0.50
é 0.40 §0.40
% 0.30 i - g 0.30
£0.20 I.I £0.20 n
@0.00 e e T .00 n‘[l‘ | ‘"‘[l‘n‘-‘
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Anzahl 'Erfolge’ x; Anzahl 'Erfolge’ x;

Die obigen Darstellungen zeigen sehr deutlich, dass die Binomialverteilung - trotz kleinem m - mit
zunehmender Anzahl von 'Erfolgen' symmetrischer wird, d.h. dass sich die Einzelwahrscheinlichkei-
ten der Anzahl 'Erfolge' gleichmassiger rechts und links um das arithmetische Mittel verteilen.

© Dr. Oscar Treyer 20. August 2024 Business_Statistik_2Aufl_2024_10_X_v33.docx



Business Statistik - zweite, Isicht iiberarbeitet Auflage 76

Das arithmetische Mittel einer Binomialverteilung ist sehr einfach zu berechnen, namlich wie
folgt:

U=n-m

Das arithmetische Mittel der hypergeometrischen Zufallsverteilung und der Poissonverteilung (siehe
nachste Kapitel) berechnen sich gleich.

Die Standardabweichung bzw. Varianz einer Binomialverteilung berechnet sich ebenfalls sehr
einfach, namlich wie folgt:

a=i/n - - (1-m)
o’?=n-m-(1-n)

Die Varianz der hypergeometrischen Zufallsverteilung (siehe nachstes Kapitel) berechnet sich
grundsatzlich gleich, wird aber durch einen sogenannten Korrekturfaktor [(N - n) / (N - 1)] erweitert.

Im oben aufgeflhrten Beispiel der vier Multiple-Choice - Fragen mit je vier mdglichen Antworten
ergabe dies

u=4--025=1

c=3V4-025 - 0.75=0.866

0= 4-025-0.75=0.75

7.1.5 Hypergeometrische Zufallsverteilung

Im Gegensatz zur Binomialverteilung, bei der die Wahrscheinlichkeit eines 'Erfolges' bzw. 'Misser-
folges' bei jedem Versuch gleich gross bleibt, wird bei der hypergeometrischen Zufallsverteilung'2
diese Einschrankung aufgehoben. Das Weglassen dieser Bedingung wirkt sich vor allem bei kleinen
Grundgesamtheiten aus. Die hypergeometrische Zufallsverteilung kann zudem nur angewendet
werden, wenn der Stichprobenumfang (bzw. die Anzahl der Versuche) mindestens 5% der Grund-
gesamtheit betragt. 2

Die hypergeometrische Zufallsverteilung ist wiederum ein Beispiel fir eine diskrete Zufallsverteilung
und weist folgende Eigenschaften auf:

e Es gibt nur zwei sich gegenseitig ausschliessende auftretende Félle bei jedem Experi-
ment-Versuch, namlich 'Erfolg' oder 'Misserfolg'.

¢ Die auftretenden Falle bzw. die Zufallsvariable ist das Resultat aus der Zahlung der 'Erfolge’
bei einer vorgegebenen Anzahl von Versuchen.

e Die Wahrscheinlichkeit eines 'Erfolges’ bzw. 'Misserfolges' bleibt bei jedem Versuch nicht
gleich gross. Es handelt sich also um ein Experiment ohne 'zurticklegen'.

¢ Die Versuche sind unabhédngig voneinander, d.h. das Resultat eines Versuches hat keinen
Einfluss auf das Resultat eines anderen Versuches.

Die Frage lautet nun, wie eine hypergeometrische Zufallsverteilung 'konstruiert' wird.

Dazu bendtigen wir drei Parameter, namlich

e die Anzahl der Versuche bzw. die Grdsse der Stichprobe,
o die Grosse der Grundgesamtheit, aus der die Versuche entnommen werden,
e die Anzahl von 'Erfolgen' in der Grundgesamtheit.

123 hypergeometric probability distribution
124 siehe MASON, LIND, MARCHAL, 1967, 192000, S. 205.
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Die Einzelwahrscheinlichkeit des Auftretens von x; 'Erfolgen’ der hypergeometrischen Zu-
fallsverteilung berechnet sich wie folgt:

S! (N-S)!
P(x;) = x! - (S-x)! : (n-;}ci)! " (N-S-n+x)!

P(x;) ist die Einzelwahrscheinlichkeit des Auftretens von x; 'Erfolgen’
x; steht fUr die Anzahl des Auftretens von 'Erfolgen’
n ist die Anzahl von Versuchen bzw. die Grosse der Stichprobe
N ist die GrOsse der Grundgesamtheit, aus der die Versuche entnommen werden
S ist die Anzahl von 'Erfolgen’ in der Grundgesamtheit, wobeim =S /N
I'steht fUr 'Fakultat' und bedeutet die Multiplikation der vorgegebenen Zahl mit der
nachst kleineren ganzen Zahl bis hinunter auf 1 (definitionsgemass ist 0! = 1)

Eigentlich ist das Modell der hypergeometrischen Zufallsverteilung praxisnaher als dasjenige der
Binomialverteilung, denn normalerweise zieht man Stichproben ohne Zuriicklegen. Trotzdem wird
die Binomialverteilung viel haufiger benutzt. Dies ist einerseits darauf zurlickzuflihren, dass die hy-
pergeometrische Zufallsverteilung viel komplizierter zu berechnen ist und anderseits, die hyperge-
ometrische Zufallsverteilung sehr rasch gegen die Binomialverteilung konvergiert bzw. sehr
ahnliche Resultate liefert. Man setzt die hypergeometrische Zufallsverteilung also lediglich bei
kleinen Grundgesamtheiten (N) und einer Stichprobengroésse (n), die grésser als 5% der
Grundgesamtheit betragt, ein.'%

Auch fur die hypergeometrische Zufallsverteilung wurden wegen des grossen Rechenaufwandes
Tabellen erstellt (siehe Tabellen-Sammlung, Seite 212f).

Anhand eines Beispiels soll die hypergeometrische Zufallsvariable illustriert werden:

Ein Unternehmen stellt finf Maschinen her (N = 5). Man weiss, dass zwei der funf Maschinen ir-
gendeinen Defekt aufweisen (S = 2). Leider wurden diese defekten Maschinen nicht gekennzeich-
net. Wenn man nun rein zufallig zwei Maschinen auswahlt (n = 2), stellt sich die Frage, wie gross
die Wahrscheinlichkeit ist, dass keine, eine oder beide der ausgewahlten Maschinen (x; = 0, 1 oder
2) einen Defekt aufweist?

Aus der Tabelle der hypergeometrischen Zufallsverteilung der Tabellen-Sammlung (Seite 212f) ist
ersichtlich (siehe 'Auszug' unten), dass diese Wahrscheinlichkeiten 30%, 60% und 10% betragen.

Hypergeometrische Zufallsverteilung
Einzelwahrscheinlichkeiten /
kumulierte Wahrscheinlichkeit

N n S Xi Einzelw. kum.

1 0 0.8000 0.8000

1 0.2000 1.0000

2 1 0 0.6000 0.6000

1 0.4000 1.0000

2 0 0.3000 0.3000

1 0.6000 0.9000

2 0.1000 1.0000

3 1 0 0.4000 0.4000

1 0.6000 1.0000

125 nach BOHLEY, 61996, S. 384.
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In diesem einfachen Fall kbnnten aber auch - aufgrund der Kombinatorik'26 - diese Wahrscheinlich-
keiten relativ einfach selbst berechnet werden:

¢ Einzelwahrscheinlichkeit des Auftretens von keiner defekten Maschine in der Stichprobe: 3/5 ¢
2/4 = 0.30 bzw. 30%

o Einzelwahrscheinlichkeit des Auftretens von einer defekten Maschine in der Stichprobe: =3/5 «
2/4 + 2/5 « 3/4 = 0.60 bzw. 60%

¢ Einzelwahrscheinlichkeit des Auftretens von zwei defekten Maschinen in der Stichprobe: =2/5 «
1/4 = 0.10 bzw. 10%

7.1.6 Poissonverteilung

Die Berechnung der Binomialverteilung mit (theoretischen) Wahrscheinlichkeiten des 'Erfolges' bei
jedem Versuch () von weniger als 0.05 kénnen - insbesondere bei grosser Anzahl von Versuchen
(n) - nur sehr miihsam berechnet werden. Fir diesen Grenzfall wurde speziell die Poissonvertei-
lung'?” 'kreiert', die viel einfacher zu berechnen ist und eine gute Annaherung darstellt. Als Faustre-
gel gilt: Die Poissonverteilung kann anstelle der Binomialverteilung immer dann verwendet werden,
wenn n > 10 und w < 0.05.728

Aus den obigen Ausfuihrungen ist ersichtlich, dass die Poissonverteilung auch als Haufigkeitsvertei-
lung fir 'seltene Ereignisse' (bzw. Erfolge) herangezogen und auch als 'Gesetz der unwahrscheinli-
chen Ereignisse''2® bezeichnet wird. 130

Die Poissonverteilung ist wiederum eine diskrete Zufallsverteilung, weil hier auch Zahlungen
vorgenommen werden, und ist das Modell fiir eines vom Zufall abhangigen Ereignisses, das
innerhalb eines gegebenen Zeitintervalls nur wenige Male oder auch keinmal auftritt. 3

Die Poissonverteilung hat viele moderne Anwendungen und wird als Modell zur Beschreibung der
Verteilung von z.B. Dateneingabefehler pro Stunde, Schiffsanklinfte pro Tag in einem Hafen, Geis-
terfahrer pro Tag, usw. benutzt.

Die Einzelwahrscheinlichkeit des Auftretens von x; 'Ereignissen’ der Poissonverteilung be-
rechnet sich wie folgt:

'uxi . e_tu'

xi!

P(x;) =

U ist das arithmetische Mittel der auftretenden 'Ereignisse’
(innerhalb eines gegebenen Zeitintervalls)[mi], wobeig=n -
P(x;) ist die Einzelwahrscheinlichkeit des Auftretens von x; 'Ereignissen’
X; steht fUr die Anzahl des Auftretens von 'Ereignissen’
e ist die Konstante 2.71828 (Basis des Logarithmus naturalis 'In' bzw. 'log'e)
! steht fur 'Fakultat' und bedeutet die Multiplikation der vorgegebenen Zahl mit der
nachst kleineren ganzen Zahl bis hinunter auf 1 (definitionsgemass ist 0! = 1)

Auch flr die Poissonverteilung wurden wegen des grossen Rechenaufwandes (vor allem bei den
kumulierten Wahrscheinlichkeiten) Tabellen erstellt (siehe Tabellen-Sammlung, Seite 212ff).

126 Kombinatorik: Zweig der Mathematik, in dem untersucht wird, auf welche und auf wie viele Arten endliche Mengen
angeordnet und zu Teilmengen zusammengestellt werden kdnnen.

127 poisson probability distribution

128 siehe BOHLEY, 1996, S. 387.

129 'law of improbable events'

130 siehe BOHLEY, 1996, S. 385. und MASON, LIND, MARCHAL, 1967, 192000, S. 207.

131 nach BOHLEY, 61996, S. 385.
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Anhand eines Beispiels'32 soll die Poissonverteilung illustriert werden:

Ein Massen-Produktions-Unternehmen hat nach der Einfuhrung des Total Quality Managements
(TQM) nur noch eine sehr geringe Ausschussquote. Die Qualitatskontrolle stellt durchschnittlich pro
Tag nur noch drei defekte Produkte fest (u).

Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass am nachsten Tag genau zwei (bzw. drei und mehr) de-
fekte Produkte von der Qualitatskontrolle festgestellt werden?

Aus der Tabelle der Poissonverteilung in der Tabellen-Sammlung (Seite 212ff) ist ersichtlich (siehe

hervorgehobene Einzelwahrscheinlichkeiten und kumulierte Wahrscheinlichkeiten im 'Auszug’ un-
ten), dass diese Wahrscheinlichkeiten 22.4% (bzw. 100% - 42.32% = 57.68%) betragen.

Nachstehend sind zwei grafische Darstellungen von Poissonverteilungen aufgefihrt:

Abb. 56: Ausgewdhlte Poissonverteilungen
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132 siehe auch TOUTENBURG, FLIEGER, KASTNER, 1995, S. 96. und SIEGEL, 42000, S. 238.
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7.2 Stetige Zufallsverteilungens

Im letzten Kapital ging es darum, die wichtigsten diskreten Zufallsverteilungen vorzustellen. Dabei
ging es um die Wahrscheinlichkeit der Anzahl eintretender 'Erfolge' bzw. 'Ereignisse’, wobei die An-
zahl der eintretenden 'Erfolge’ lediglich ganze Zahlen sein konnten.

In diesem Kapitel geht es um die 'Familie' der stetigen Zufallsverteilungen. Hier wird die Einschran-
kung 'ganze Zahlen' weggelassen, d.h. die auftretenden Falle bzw. Zufallsvariable konnen bzw.
kann jeden Wert innerhalb gewisser Limiten annehmen. Z.B. Luftdruck in Pneus, Distanz zwi-
schen Ortschaften, Grésse von Menschen oder Baumen, usw.

In der Folge werden die wichtigsten stetigen Zufallsverteilungen naher erlautert, namlich die (Stan-
dard-)Normalverteilung'3#, die T-Verteilung'35, die Chiquadratverteilung'3® sowie die F-Verteilung'?’.

7.2.1 (Standard-)Normalverteilung

Eine der bekanntesten Zufallsverteilungen ist sicherlich die sogenannte Normalverteilung'. Der
Begriff der 'Normalverteilung' wurde vom Goéttinger Mathematiker und Astronomen Carl Friedrich
Gauss (1777-1855) gepragt, weshalb diese Verteilung im deutschsprachigen Raum auch haufig
'Gausssche Verteilung' genannt wird.

Sie kann immer dann festgestellt werden, wenn die Werte eines Daten-Sets "das Ergebnis einer
sehr grossen Zahl jeweils kleiner, zufallsabhdngiger Einzeleinfliisse ist, die sich additiv zu-
sammensetzen". Dieses 'empirische Gesetz' (siehe Kapitel 5.2.9) gilt "eher fur die Hohe von Bau-
men, die Dauer von Schwangerschaften, die Reissfestigkeit von Seilen, aber weniger fir die Héhe
von Umsatzen, Einkommen, Vermogen usw." 139

Wie sich empirisch herausgestellt hat, weist diese 'Normalverteilung' folgende Eigenschaften auf:

o Sie ist glockenférmig' und hat nur einen 'Gipfel' in der Mitte der Verteilung. Das arithme-
tische Mittel, der Median und der Modus der Normalverteilung sind gleich gross und be-
finden sich in der Mitte bzw. beim 'Gipfel'.

e Die Normalverteilung ist symmetrisch um das arithmetische Mittel verteilt, d.h. die Verteilung
ist spiegelbildlich um das arithmetische Mittel angeordnet.

¢ Die Normalverteilung féllt vom Zentralwert in beide Richtungen leicht und asymptotisch
ab, d.h. die Wahrscheinlichkeiten werden immer kleiner, bertihren aber die X-Achse nie, bzw.
sind nie gleich Null. Die Normalverteilung hat somit eine Spannweite von minus unendlich bis
plus unendlich.

e Die Normalverteilung hat zudem die Eigenschaft, dass sich die (Eintritts-)Wahrscheinlichkeiten
zu rund 68% im Bereich von u + 10, zu ca. 95% im Bereich von u + 20, und zu 99.7% im
Bereich von u + 30 befinden.

133 continuous probability distributions

134 (standard) normal probability distribution
135 student's t distribution

136 Chi-square distribution

137 F distribution

138 normal probability distribution

139 BOHLEY, 61996, S. 395.

140 pell-shaped
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Die Normalverteilung hat eine weitere Eigenschaft, namlich dass die Binomialverteilung bei grossem
'n' in die Normalverteilung Ubergeht, d.h. die Binomialverteilung konvergiert bei grossem 'n' zur
Normalverteilung. Die Normalverteilung kann also bei grossem 'n' annahernd fur die Binomialver-
teilung verwendet werden (siehe dazu auch die letzten grafischen Darstellungen in Kapitel 7.1.4).
Diese Approximationsmdglichkeit wird auch als 'zentraler Grenzwertsatz''*! bezeichnet (siehe dazu
die Ausfihrungen unter Kapitel 8.3).

Die (Dichte-)Funktion der Normalverteilung ist relativ kompliziert, und sie soll deshalb hier nicht
aufgeflhrt werden. Wesentlich ist lediglich, dass sie durch die zwei Parameter, namlich durch
das arithmetische Mittel bzw. den Erwartungswert 'u' und die Standardabweichung 'c" defi-
niert ist.

Die verbalen Beschreibungen von oben werden mit den folgenden Darstellungen verdeutlicht wer-
den.

Abb. 57: (Standard-)Normalverteilung

o |
5 |
s
g |
2 ]
)
-3c -2c -1c 0} + 16 + 20 + 30
i\ Y
Y
68%
— _J
~—
\ 95% /
~
99.7%

141 “central limit theorem'
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Abb. 58: Ausgewahlte Normalverteilungen

‘ Normalverteilungen bei p =100 ‘

0.028 +
0.026 +
0.024 4
0.022 +
0.020 +
0.018 4
0.016 ~
0.014 4
0.012 4
0.010 +
0.008 +
0.006 +
0.004 +
0.002 +
0.000

Normalverteilung

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200

Aufgrund der ersten Darstellung, welche die letzte Eigenschaft betreffend die Verteilung der (Ein-
tritts-)Wahrscheinlichkeiten der Normalverteilung visuell darstellt, folgt notgedrungen die zweite Dar-
stellung. Sie zeigt klar auf, dass sich die 'Form' der Normalverteilung entsprechend der Standardab-
weichung verandert: ist letztere klein, so ist die 'Glockenform' der Normalverteilung hoch und eng,
ist sie aber gross, so ist die 'Glocke' niedrig und breit ausgerichtet.

Damit man nun nicht fir jede Normalverteilung relativ komplizierte Berechnungen durchfihren muss,
ist man aufgrund der oben erwahnten Eigenschaften der Normalverteilung sehr rasch auf die 'ldee’
gekommen, die Normalverteilung anhand einer "Transformation' zu 'standardisieren’'.

Die 'Transformation' einer Normalverteilung zur Standardnormalverteilung 'z' geschieht an-
hand folgender Formel:

_xm
B o

Z

o steht fUr die Standardabweichung [sigma] der Normalverteilung
w ist das arithmetische Mittel bzw. der Erwartungswert [mu] der Normalverteilung
x steht flr irgendeinen Wert bzw. Merkmalsauspragung des Daten-Sets

Die Standardnormalverteilung'#? 'z' hat die wichtige Eigenschaft, dass ihr arithmetisches Mittel
bzw. der Erwartungswert 'u' immer gleich Null und ihre Standardabweichung ‘¢’ immer gleich
Eins ist.

Die relativ komplizierten Berechnungen flir jede Normalverteilung kénnen nun durch eine einzige,
'standardisierte Normalverteilung' ersetzt werden. Dazu bedient man sich einer etwas 'speziellen’
Tabelle (siehe Tabellen-Sammlung, Seite 212ff).

142 standard normal probabilty distribution
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'Gebrauchsanleitung' fir die Standardnormalverteilungstabelle:

Der z-Wert setzt sich aus der ersten Spalte plus den Spalten-Wert in der obersten Zeile zusammen.
Ein Beispiel soll dies verdeutlichen:

Ein z-Wert von 1.96 setzt sich aus dem Wert 1.9 der ersten Spalte plus dem Wert 0.06 in der obers-
ten Zeile der achten Spalte zusammen. Wird nun sowohl horizontal beim Wert 1.9 und vertikal bei
der achten Spalte der 'Schnittwert' angeschaut, besagt dieser Wert von 0.4750, dass im Bereich
zwischen dem z-Wert von Null (gleich arithmetische Mittel bzw. Erwartungswert 'u' der Normalver-
teilung) und demjenigen von 1.96 (gleich 1.96 der Standardabweichung 'e' der Normalverteilung),
47.5% der (Eintritts-)Wahrscheinlichkeiten anzutreffen sind.

Aufgrund der Symmetrie-Eigenschaft der Normalverteilung ist auch leicht berechenbar, dass zwi-
schen minus unendlich und +1.96 Standardabweichungen 97.5% der (Eintritts-)Wahrscheinlichkei-
ten vorkommen mussen. Da bei der Standardnormalverteilung links von Null (gleich arithmetisches
Mittel bzw. Erwartungswert) 50% der (Eintritts-)Wahrscheinlichkeiten vorkommen, ist die 'neue’
Wahrscheinlichkeit um 50% hoéher.

An einem praktischen Beispiel soll die Vorgehensweise weiter vertieft werden:

Ein Bond-Manager verwaltet ein Portefeuille von CHF 300 Mio. Der interne (jahrliche) Ertragssatz'+3
(unter Berucksichtigung der Coupon-Zinsen und der Marktpreisveranderungen der Bonds des Porte-
feuilles) sei normalverteilt und weise einen Erwartungswert von 6% und eine Standardabweichung
von 10% auf. Berechnen Sie den Value-at-Risk (VaR) bzw. der maximale Verlust, der mit 95% Wahr-
scheinlichkeit nicht Uberschritten wird.

Bei der Berechnung des VaR geht es lediglich um die Bestimmung einer 'Verlustgrenze', d.h. die
rechts vom arithmetischen Mittel bzw. Erwartungswert liegende Wahrscheinlichkeit der Standard-
normalverteilung interessiert grundsatzlich nicht und kann somit voll zu 50% Ubernommen werden.
Links vom arithmetischen Mittel bzw. Erwartungswert muss nun derjenige z-Wert gefunden werden,
der die verbleibenden 45% (95% - 50%) 'abdeckt'.

Aus der Tabelle der Standardnormalverteilung in der Tabellen-Sammlung (Seite 212ff) ist ersichtlich
(siehe hervorgehobene Tabellenwerte im 'Auszug’ unten), dass dieser 'kritische' z-Wert -1.645 be-
tragt. Dieser z-Wert ist negativ, da er sich links vom arithmetischen Mittel bzw. Erwartungswert der
Standardnormalverteilung befindet.

143 yield
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Wird der oben gefundene z-Wert, der Erwartungswert und die Standardabweichung in die "Transfor-
mationsformel' eingesetzt und diese nach 'x' aufgeldst, ergibt dies folgendes Ergebnis:

x-
Z=Tu =>x=z-0+u => x=-1.645 - 10% + 6% =-10.45%

Die diesbezlgliche Dichtefunktion sieht wie folgt aus:

Abb. 59: Normalverteilung Value-at-Risk (VaR) eines Bond-Portefeuilles

\Value-at-Risk (VaR) eines Bond-Portefeuilles \
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interner (jahrlicher) Ertragssatz bzw. yield

Fur die CHF 300 Mio. des Bond-Managers bedeutet dies ein absoluter VaR von CHF -31.35 Mio.
(CHF 300 Mio. * -10.45%).

Der Bond-Manager kann also - unter den eingangs aufgefiihrten Bedingungen - sagen, dass mit
95% Wahrscheinlichkeit sein Verlust nicht Gber CHF 31.35 Mio. zu stehen kommen wird, oder an-
ders ausgedruckt, dass lediglich mit einer Wahrscheinlichkeit von 5% der Verlust von CHF 31.35
Mio. Uberschritten wird.
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7.2.2 T-Verteilung

Wie einleitend bei der Normalverteilung ausgefiihrt wurde (siehe Kapitel 7.2.1) kann diese immer
dann festgestellt werden, wenn die Werte eines Daten-Sets das Ergebnis einer sehr grossen Zahl
jeweils kleiner, zufallsabhangiger Einzeleinflisse ist.

Genau dieses Problem der 'sehr grossen Zahl' beschéftigte den bei der Arthur Guinness & Sons
Brauerei in Dublin angestellte englische Statistiker William S. Gosset (1876-1937). Er entdeckte eine
neue Zufallsvariable, welche die Problematik von kleinen Stichproben I6ste und stellte sie der
Offentlichkeit im Jahr 1908 unter dem Pseudonym 'Student' vor. Die Brauerei flirchtete namlich um
ihren guten Ruf, wenn ihre Angestellten als Wissenschaftler bekannt wirden und legte ihnen des-
halb nahe, bei wissenschaftlichen Publikationen ein Pseudonym zu verwenden. In der Folge gab
man der 'Student-Verteilung''* nach dem verwendeten Symbol auch den Namen 'T-Verteilung'14

Die 'T-Verteilung' weist 'folgende Eigenschaften auf:

¢ Sie weist grundsatzlich alle Eigenschaften der Standardnormalverteilung auf.

o Im Gegensatz zur Standardnormalverteilung ist die T-Verteilung aber flacher und fallt vom
Zentralwert in beide Richtungen weniger steil asymptotisch ab.

e Im Gegensatz zur Standardnormalverteilung gibt es bei der T-Verteilung nicht nur eine Zu-
fallsverteilung, sondern eine ganze 'Familie' davon. Jede T-Verteilung hat zwar ein arithme-
tisches Mittel bzw. einen Erwartungswert von Null, doch unterscheidet sich die Stan-
dardabweichung je nach Stichprobenumfang.

e Bei zunehmendem Stichprobenumfang konvergiert sie aber in die Standardnormalvertei-
lung. Dies ist auch der Grund, weshalb Statistik-Software-Pakete ausschliesslich mit der T-Ver-
teilung 'rechnen’ und nicht mit der Standardnormalverteilung.

Die verbalen Beschreibungen von oben werden mit folgender Darstellung verdeutlicht. Anstelle des
Stichprobenumfangs wird dabei die Anzahl Freiheitsgrade'® angegeben, die bei der T-Verteilung
meistens dem Wert 'n - 1' entspricht. Der Ausdruck 'Freiheitsgrad' (df) bezeichnet die Anzahl von
'frei variierbaren' Werten in einem Daten-Set bzw. einer Stichprobe.

144 student's t distribution
145 siehe BOHLEY, 61996, S. 415.
146 degrees of freedom
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Abb. 60: Gegenuberstellung ausgewahlte T-Verteilungen mit der Standardnormalverteilung
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Auf die relativ komplizierte Berechnungsformel soll auch hier nicht naher eingegangen werden. Ma-
thematisch entsteht die T-Verteilung aus der Division der Standardnormalvariablen 'z' durch eine
von 'z' unabhangigen, transformierten Chiquadratverteilung. Dazu verwendet man wiederum ent-
sprechende Tabellen. Da es - wie oben bereits ausgefiihrt - nicht nur eine T-Verteilung gibt, sondern
eine ganze 'Familie’ davon, musste man eine Vielzahl von Tabellen der T-Verteilung erstellen. Da
die T-Verteilung aber meistens fir Hypothesentests (siehe Kapitel 9) verwendet wird, ist es Ublich,
nur eine Tabelle mit den diesbezlglich kritischen Werten aufzuflihren (siehe Tabellen-Sammlung,
Seite 212ff).
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7.2.3 Chiquadratverteilung

Eine weitere Zufallsverteilung sei hier angefihrt, die in der induktiven Statistik, speziell im Zusam-
menhang mit Streuungen (Varianzen), eine grosse Rolle spielt. Sie wird hier aufgefiihrt, da die Chi-
quadratverteilung' eine 'Vorstufe' zur im nachsten Kapitel aufgefuhrten F-Verteilung darstellt.

Wie noch in Kapitel 9 beschrieben wird, stellt sich in der induktiven Statistik meistens die Frage, ob
gewisse (statistische) Aussagen beziiglich Parameter (z.B. 'y, 'n' oder '6?') der Grundgesamtheit
aufgrund einer Stichprobe gemacht werden kénnen oder nicht. Aus diesem Grund werden diese
'Uberpriifungen' auch Parametertests genannt. Dies setzt aber voraus, dass ein 'Daten-Niveau mit
Intervall' oder 'mit Verhaltniswert' vorliegt.

Wie steht es nun, wenn lediglich ein 'nominales' oder 'ordinales Daten-Niveau' vorhanden ist
und keine Annahmen liber die Form bzw. Verteilung der Grundgesamtheit getroffen werden
kénnen?

Fir diese Art von (statistischen) Aussagen, die auch nichtparametrische Tests '8 genannt werden,
kann die Chiquadratverteilung verwendet werden.

Die 'Chiquadratverteilung' weist 'folgende Eigenschaften auf:

e Sie ist nie negativ, da sie - wie der Name bereits sagt - auf quadrierten Standardnormalvertei-
lungen basiert.

e Wie auch bei der T-Verteilung gibt es bei der Chiquadratverteilung nicht nur eine Zufallsver-
teilung, sondern eine ganze 'Familie' davon. Jede Chiquadratverteilung sieht - je nach An-
zahl Kategorien - anders aus bzw. differiert also sowohl im arithmetischen Mittel bzw. Erwar-
tungswert als auch in der Standardabweichung.

¢ Die Chiquadratverteilung hat eine positive Schiefe bzw. ist rechtsschief oder linkssteil.

e Bei zunehmender Anzahl Kategorien konvergiert sie aber in die Standardnormalvertei-
lung.

Die verbalen Beschreibungen von oben werden mit folgender Darstellung verdeutlicht. Anstelle der
Anzahl Kategorien 'k' wird dabei die Anzahl Freiheitsgrade'4® angegeben, die bei der Chiquadratver-
teilung meistens dem Wert 'k - 1' entspricht. Der Ausdruck 'Freiheitsgrad' (df) bezeichnet die Anzahl
von 'frei variierbaren' Werten in einem Daten-Set bzw. einer Stichprobe.

147 Chi-square distribution
148 nonparametric tests
149 degrees of freedom

© Dr. Oscar Treyer 20. August 2024 Business_Statistik_2Aufl_2024_10_X_v33.docx



Business Statistik - zweite, leicht iiberarbeitet Auflage 88

Abb. 61: Ausgewahlte Chiguadratverteilungen
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Auf die relativ komplizierte Berechnungsformel soll auch hier nicht naher eingegangen werden. Ma-
thematisch entsteht die Chiquadratverteilung aus der Summe der Quadrate von 'df' untereinander
unabhangigen Standardnormalverteilungen 'z'. Dazu verwendet man wiederum entsprechende Ta-
bellen. Da es - wie oben bereits ausgefiihrt - nicht nur eine Chiquadratverteilung gibt, sondern eine
ganze 'Familie' davon, musste man eine Vielzahl von Tabellen der Chiquadratverteilung erstellen.
Da die Chiquadratverteilung aber meistens fir nichtparametrische Tests verwendet wird, ist es Ub-
lich, nur eine Tabelle mit den diesbeziiglich kritischen Werten aufzufihren (siehe Tabellen-Samm-
lung, Seite 212ff).

Ein Beispiel'% soll die Anwendung der Chiquadratverteilung verdeutlichen.

Ein Unternehmen hat eine neue Software entwickelt, die - gemass den Aussagen der Entwickler -
sowohl die Bedurfnisse der Normalbenutzer als auch diejenigen der Power-User berlcksichtigt. Die
Marketingabteilung ist aber von der Aussage der Entwickler nicht restlos Uberzeugt und will sich
diesbezuglich durch eine kleine Marktuntersuchung bei 200 potentiellen Kunden Gewissheit ver-
schaffen. Nachdem die potentiellen Kunden das Produkt eine Woche lang testen konnten, werden
sie befragt, wie gut die Feature-Abdeckung des neuen Produkts ist. Zudem werden die Befragten in
zwei Kategorien unterteilt, namlich in '"Normalbenutzer' und 'Power-User".

150 siehe auch MASON, LIND, MARCHAL, 1967, 192000, S. 528f. und SIEGEL, #2000, S. 678ff.
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In der folgenden Zusammenstellung sind die Resultate aus der Befragung zusammengefasst. Sie
gibt also die beobachteten bzw. festgestellten Werte wieder.

Abb. 62: Tabelle festgestellte Befragungsresultate

Benutzer- Feature-Abdeckung
Typ Total
sehr gut gut mittelmassig ungenligend
Normalbenutzer 28 33 34 25 120
Power-User 12 27 16 25 80
Total 40 60 50 50 200

Die Marketingabteilung musste sich nun fragen, ob sich die festgestellten Resultate in den Katego-
rien (statistisch) signifikant unterscheiden, oder ob sie (statistisch) rein zuféllig angefallen sind. Letz-
teres wird auch als Null-Hypothese bezeichnet (siehe dazu die Ausflihrungen in Kapitel 9). Die Frage
lautet also, ob sich die Verteilung in den Kategorien (statistisch) signifikant von den Total-Verteilun-
gen unterscheidet.

Um dies abzuklaren, verwendet man die Chiquadratverteilung, wobei sich die Anzahl 'Freiheitsgra-
de' aus der Multiplikation, der um Eins reduzierten Anzahl der Unterscheidungsmerkmale in den
Kategorien berechnet. Im hier vorliegenden Fall gibt es zwei Kategorien, ndmlich der 'Benutzer-Typ'
und die 'Feature-Abdeckung'. Die Anzahl 'Freiheitsgrade' ist somit (2-1) « (4-1) = 3.

In der Tabelle der Chiquadratverteilung in der Tabellen-Sammlung (Seite 212ff) kann bei einem Ver-
trauensniveau von 95% - was umgekehrt formuliert bedeutet, dass die (statistische) Fehlerwahr-
scheinlichkeit des Tests 5% betragt - der 'kritische' Wert von 7.815 herausgelesen werden (siehe
hervorgehobener Tabellenwert im 'Auszug' unten).

Chiquadratverteilung ,
(kritische) Chiquadrat-Werte bzw. X

df 0.200 0.100 0.050 0.025 0.020
1 1.642 2.706 3.841 5.024 5.412
2 3.219 4.605 5.991 7.378 7.824
3 4.642 6.251 7.815 9.348 9.837
4 5.989 7.779 9.488 11.143 11.668
5 7.289 9.236 11.070 12.833 13.388

Um den Vergleich mit dem oben errechneten 'kritischen' Wert der Chiquadratverteilung vornehmen
zu koénnen, muss dieser mit einer zu berechnenden Prifgrésse (auch Test-Statistik genannt) vergli-
chen werden. Dabei wird zuerst die - aufgrund der Kategorien-Totale errechnete - erwartete Vertei-
lung ermittelt.

Die folgende Zusammenstellung gibt die erwarteten Verteilungen aufgrund der Kategorien-Totale
wieder.

© Dr. Oscar Treyer 20. August 2024 Business_Statistik_2Aufl_2024_10_X_v33.docx



Business Statistik - zweite, leicht iiberarbeitet Auflage 90

Abb. 63: Tabelle erwartete Befragungsresultate

Benutzer- Feature-Abdeckung Total
Typ sehr gut gut mittelmassig ungenlgend
Normalbenutzer 24 36 30 30 120
Power-User 16 24 20 20 80
Total 40 60 50 50 200

Berechnungserklarungen (ein paar Beispiele):

‘Normalbenutzer' Kategorien-Total Total Stichprobe Kategorien -Total 'gute
mit 'gute Feature- 'Normalbenutzer' / Feature-Abdeckung'
Abdeckung' Total Stichprobe
36 = 120 / 200 . 60
'Power-User' mit Kategorien-Total Total Stichprobe Kategorien -Total 'mittel-
'mittelmassiger 'Power-User' massige Feature-Abde-
Feature-Abde- ckung'
ckung'
20 = 80 / 200 . 50

Der letzte Schritt besteht nun darin, dass man pro 'Zelle' den beobachteten bzw. festgestellten Wert
vom erwarteten Wert abzieht, das erhaltene Resultat quadriert und anschliessend durch den erwar-
teten Wert dividiert. Die Summe daraus (hier 5.708) ist die berechnete Prifgrosse bzw. Test-Statis-
tik, die mit dem 'kritischen' Wert der Chiquadratverteilung verglichen werden kann.

Die folgende Zusammenstellung gibt die [beobachteten minus erwarteten Werten]? / erwarteten
Werte pro Zelle wieder.

Abb. 64: Tabelle Ermittlung Priifgrosse Befragungsresultate

Benutzer- Feature-Abdeckung Summe
Typ sehr gut gut mittelmassig ungeniigend aller Zellen
Normalbenutzer 0.667 0.250 0.533 0.833 ®
~
Power-User 1.000 0.375 0.800 1.250 0

Da die berechnete Priifgrosse (Summe aller hervorgehobenen Zellen-Werte in obiger Darstellung)
von 5.708 kleiner ist als der 'kritische' Wert der Chiquadratverteilung von 7.815 kann nicht ge-
sagt werden, dass sich die festgestellten Resultate in den Kategorien (statistisch) signifikant
(bei einem Vertrauensniveau von 95%) unterscheiden, d.h. die festgestellten Resultate in den Ka-
tegorien kdnnten also rein zuféllig entstanden sein.

Fur die Marketingabteilung bedeutet dies, dass kein (statistisch) signifikanter Zusammenhang zwi-
schen dem 'Benutzer-Typ' und der 'Feature-Abdeckung' besteht, wodurch die Aussage der Entwick-
ler nicht 'falsifiziert' werden kann.
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7.2.4 F-Verteilung

Die letzte hier aufgeflihrte Zufallsverteilung ist die F-Verteilung's'. Sie wurde vom englischen Statis-
tiker Sir Ronald A. Fisher (1890 - 1962) in den 1920er Jahren 'entdeckt' und spater nach ihm be-
nannt. Die F-Verteilung spielt wiederum im Rahmen der induktiven Statistik eine grosse Rolle. Sie
wird einerseits zur Uberpriifung der Gleichheit zweier Varianzen benutzt und andererseits zum Ver-
gleich mehrerer arithmetischen Mittel bzw. Erwartungswerte der Grundgesamtheit, letztere auch Va-
rianzanalyse oder ANOVA'52 genannt (siehe dazu die Ausfiihrungen in Kapite 9.7 und 10.71). In
beiden Fallen muss die Grundgesamtheit normalverteilt sein, und ein 'Daten-Niveau mit Intervall'
oder 'mit Verhaltniswert' vorliegt

Die 'F-Verteilung' weist 'folgende Eigenschaften auf:

¢ Sie ist nie negativ und ist eine stetige Zufallsverteilung

o Wie auch bei der T-Verteilung gibt es bei der F-Verteilung nicht nur eine Zufallsverteilung,
sondern eine ganze 'Familie' davon. Jede F-Verteilung sieht - je nach Anzahl der Freiheits-
grade in Zahler und Nenner - anders aus bzw. differiert also sowohl im arithmetischen Mittel
bzw. Erwartungswert als auch in der Standardabweichung.

e Die F-Verteilung hat wie die Chiquadratverteilung eine positive Schiefe bzw. ist rechtsschief
oder linkssteil.

¢ Bei zunehmender Anzahl der Freiheitsgrade konvergiert sie aber in die Normalverteilung
mit einem Wertebereich von Null bis plus unendlich.

Die verbalen Beschreibungen von oben werden mit folgender Darstellung verdeutlicht. Dabei ent-
spricht die Anzahl der Freiheitsgrade'®® im Zahler und Nenner meistens dem Wert 'nzsner - 1' bzw.
Nnenner - 1'. Der Ausdruck 'Freiheitsgrad' (df) bezeichnet die Anzahl von 'frei variierbaren' Werten in
einem Daten-Set bzw. einer Stichprobe.

151 F distribution
152 analyisis of variance
153 degrees of freedom
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Abb. 65: Ausgewahlte F-Verteilungen

F-Verteilung

1.150 -
1.100 4
1.050 4
1.000 -
0.950 +
0.900 4
0.850 -
0.800 -
0.750 4
0.700 -
0.650 -
0.600 +
0.550 +
0.500 -
0.450 -
0.400 -
0.350
0.300 -
0.250 A
0.200 +
0.150 ~
0.100 +
0.050 -
0.000 \ \ ‘ — ‘ ‘

df = (30;30)

F-Verteilung

df = (20;15)

df = (6;6)

F-Wert

Auf die relativ komplizierte Berechnungsformel soll auch hier nicht ndher eingegangen werden. Ma-
thematisch entsteht die F-Verteilung aus der Division von zwei voneinander unabhangigen, trans-
formierten Chiquadratverteilungen. Dazu verwendet man wiederum entsprechende Tabellen. Da es
- wie oben bereits ausgeflihrt - nicht nur eine F-Verteilung gibt, sondern eine ganze 'Familie' davon,
misste man eine Vielzahl von Tabellen der F-Verteilung erstellen. Da die F -Verteilung aber meis-
tens fur Hypothesentests (siehe Kapitel 9) verwendet wird, ist es Ublich, nur ein paar Tabellen mit
den diesbezuglich kritischen Werten aufzuflhren (siehe Tabellen-Sammlung, Seite 212ff).
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7.3 Repetitionsfragen

7.31 Lebensdauer eines Batterietyps s

Aufgrund einer umfassenden Untersuchung wurde festgestellt, das die Lebensdauer eines Batterie-
typs normalverteilt ist und eine durchschnittliche Lebensdauer von 37 Stunden und eine diesbezlig-
liche Standardabweichung von 4.5 Stunden aufweist.

Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Batterie dieses Typs eine Lebensdauer zwischen 33
und 41 Stunden hat?

7.3.2 Anzahl 'Uberlebenstage’ einer Insektenart unter Laborbedinqungen

Ein Biologe mochte wissen, wie lange eine bestimmte Insektenart unter Laborbedingungen Uberle-
ben kann. Nach einer langen Reihe von Experimenten wurde festgestellt, dass die Insektenart im
Durchschnitt nur 95 Tage Uberlebt und die Standardabweichung 25 Tage betragt. Ferner konnte die
Verteilung der 'Uberlebenstage’ als annahernd normal festgestellt werden.

Ein Insekt mit der Experimentnummer 332 hat bereits 110 Tage Uberlebt. Mit welcher Wahrschein-
lichkeit wird dieses Insekt noch 20 oder mehr Tage weiterleben, d.h. also alter als 130 Tage werden?

7.3.3 Klub der Besten?ss

An einer Hochschule gibt es einen exklusiven 'Klub der Besten'. Jeder Studierende der Hochschule
muss einen speziellen Eignungstest absolvieren. Alle Studierenden, die diesen Test besonders gut
bestehen (d.h. ab 155 erreichten Punkten), werden automatisch Mitglied des 'Klubs der Besten'. Wie
sich aufgrund langjahriger Ergebnisse gezeigt hat sind die Ergebnisse des Eignungstests der Hoch-
schule normalverteilt, haben ein arithmetisches Mittel von 120 Punkten und eine Standardabwei-
chung von 20 Punkten.

Wie viel Prozent der Studierenden der Hochschule sind Mitglieder des 'Klubs der Besten' und wie
gross ist der Median der Klubmitglieder (Angabe in erreichten Punkten beim Eignungstests)?

154 siehe auch MARTIN, FIRTH, 1983, S. 41.
155 siehe auch UPTON, COOK, 1996, 21997, S. 312.
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7.3.4 Alte Verarbeitungsmaschines¢

Eine neue Verarbeitungsmaschine zerschneidet Metallteile genau in der vorgesehenen Lange von
20 cm. Wenn die Verarbeitungsmaschine hingegen alt ist, zerschneidet sie die Metallteile nur noch
in der Lange von durchschnittlich 20 cm. Dabei sind 10% der von der alten Verarbeitungsmaschine
produzierten Metallteile weniger als 19 cm lang.

Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Lange der von der alten Verarbeitungsmaschine her-
gestellten Metallteile tiber 22 cm lang sind, wenn unterstellt wird, dass die Lange der von der alten
Verarbeitungsmaschine hergestellten Metallteile normalverteilt ist?

7.3.5 Big Bath Accounting

In einer empirischen Untersuchungs’ fir die Jahre 2000 und 2001 wurde bei 21 an der New York
Stock Exchange kotierten Unternehmen der Telekommunikationsbranche tberprift, ob ein Zusam-
menhang zwischen dem Wechsel im Top-Management und dem Big Bath Accounting besteht.

Vor allem im Zusammenhang mit Wertbeeintrachtigung'$® des Anlagevermégens wird der Begriff
Big Bath Accounting gebraucht. Dabei werden die diesbeziglichen Sonderabschreibungen uber-
hoht, um damit durch geringeren zukinftigen Abschreibungsbedarf die Ergebnisse in der Zukunft zu
verbessern.

Folgender Zusammenhang wurde festgestellt

Top-Mgmt-Wechsel

Ja Nein
. Ja 3 0
Big Bath Acc. Nein 3 15

Die Frage der Untersuchung lautete nun, ob sich die festgestellten bzw. beobachteten Resultate in
den Kategorien 'Top-Management-Wechsel' und 'Big Bath Accounting' (statistisch) signifikant (Ver-
trauensniveau von 95% und 99%) unterscheiden, oder ob sie (statistisch) rein zufallig aufgetreten
sind?

Flhren Sie dafiir einen Chiquadrat-Test durch.

156 siehe auch UPTON, COOK, 1996, 21997, S. 314f.

157 siehe KNOPFEL, Dominik. 2002. Big bath accounting. Basel: Diplomarbeit an der FHBB Fachhochschule beider Basel
Nordwestschweiz, Departement Wirtschaft.

158 impairment
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8 STICHPROBENTHEORIE UND
STICHPROBENVERTEILUNGEN "

Im Gegensatz zu den meisten friiheren Kapiteln geht es in diesem Kapital darum, sich mit dem
zweiten Teil der Begriffsdefinition 'Statistik’, d.h. der induktiven Statistik, zu befassen, bei der die
Methoden erlautert werden, damit etwas Uber die Grundgesamtheit aufgrund einer Stichprobe her-
ausgefunden werden kann. Dabei bedeutet Grundgesamtheit'®® die Sammlung aller méglichen
Individuen, Objekte oder Messungen liber ein Interessensgebiet. Die Stichprobe'®' ist hinge-
gen ein (An-)Teil der Grundgesamtheit.

In einem ersten Schritt wird begriindet, weshalb es notwendig ist, Stichproben zu erfassen, An-
schliessend werden Methoden zur Stichprobenerfassung erklart. In einem weiteren sehr wichtigen
Schritt wird die Verteilung der Stichprobe herangezogen, um damit eine Aussage Uber die Grund-
gesamtheit zu machen. Da man aber nur mit Bestimmtheit etwas liber die Stichprobe aussagen
kann, sind Schlussfolgerungen beziiglich der Grundgesamtheit nie mit Gewissheit moglich.
Aus diesem Grund bedient man sich sogenannter Konfidenz- bzw. Vertrauensintervalle'¢,
damit wenigstens Aussagen betreffend die Grundgesamtheit in einem gewissen Bereich ge-
macht werden kénnen.

Die folgende Darstellung verdeutlicht die Thematik:

Abb. 66: Zusammenhang Grundgesamtheit und Stichprobe

Grundgesamtheit Stichprobe

(n Ziehungen oder Entnahmen)

(o2 &
o .. @ .l_\ Berechnung der

@ o @ ® F‘.‘. o Stichproben-
e @ © @ ©® @ Parameter

K"o':: O v

Riickschluss auf die Gru“dgesamy

159 sampling methods and sampling distributions
160 population

161 sample

162 confidence intervals
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8.

In

1 Griunde zur Stichprobenerfassung
sehr vielen Fallen, ist das Stichprobenerfassen die einzige Méglichkeit, eine Aussage bezliglich

der Grundgesamtheit zu machen. Ein paar der wichtigsten Griinde, weshalb die Stichprobenerfas-
sung notwendig ist, sind nachfolgend aufgefihrt; 163

Destruktive Wirkung gewisser Tests: Bei der Qualitatssicherung und Funktionsuberprufung
von Gutern ist es haufig so, dass mit dem 'Testen' das Produkt 'vernichtet' wird. Wenn also tber-
haupt noch ein Produkt verkauft werden will, dirfen nicht alle erstellten Giiter getestet werden.
Z.B. Crash-Tests, Reissfestigkeits-Tests, Lebensdauer von Glihbirnen, Weindegustation usw.
Physische Unmaéglichkeit des Testens der ganzen Grundgesamtheit: Die Grundgesamtheit
z.B. der meisten Tierarten ist extrem gross und verandert sich permanent durch Migration, Ge-
burt und Tod. Die ganze Anzahl Fische in einem Teich (Grundgesamtheit) zu zahlen oder nach
gewissen Kriterien zu untersuchen ist somit 'technisch' gar nicht moglich. Notgedrungen muss
man sich mit Stichproben begnuigen.

Exorbitante Kosten fiir die Erfassung der ganzen Grundgesamtheit: Zur Bestimmung z.B.
der '6ffentlichen Meinung' oder bei Konsumentenumfragen ist die Grundgesamtheit so gross,
dass deren Erfassung extrem hohe Kosten verursachen wirde. Laut Schatzungen kostet ein
Produkttest bei 50 Millionen Familien ca. CHF 1.5 Mia.

Angemessenheit der Stichprobenresultate: Falls die nétigen Geldmittel sogar vorhanden wa-
ren, ist es meistens unwahrscheinlich, dass die zusatzliche Genauigkeit der Erfassung einer
100%igen Stichprobe (Grundgesamtheit), einen wesentlichen Einfluss auf den Sachverhalt aus-
uben wurde. Da normalerweise nur unwesentliche Preisunterschiede bei Grossverteilern auftre-
ten, wirde sich z.B. der Konsumentenpreisindex nur unwesentlich verandern, auch wenn die
ganze Bevolkerung befragt wirde.

Zeitaufwand der Erfassung: Sehr haufig ist es auch aus zeitlichen Griinden nicht méglich, die
ganze Grundgesamtheit zu erfassen. Vielfach ist der Zeitdruck bei Entscheidungen so gross,
dass nicht gentigend Zeit fir eine vollstandige Erfassung der Grundgesamtheit zur Verfligung
steht. Z.B. Wahlprognosen, Deklarierung des Notzustandes, usw.

8.2 Methoden der Strichprobengewinnung
Generell kdnnen zwei Arten von Stichproben unterschieden werden: 164

Zufallsstichprobe'6s: Diese Art von Stichproben wird so zusammengestellt, dass jeder Merk-
malstrager in der Grundgesamtheit eine bekannte, von Null unterschiedliche Wahrscheinlichkeit
hat, in die Stichprobe aufgenommen zu werden, d.h. jeder Merkmalstrager in der Grundge-
samtheit hat eine Chance in die Stichprobe aufgenommen zu werden.
Nicht-Zufallsstichprobets: Alle anderen Arten von Stichproben bezeichnet man als Nicht-Zu-
fallsstichprobe, d.h. nicht alle Merkmalstrager in der Grundgesamtheit haben eine Chance
in die Stichprobe aufgenommen zu werden. In solchen Fallen kdnnen die Resultate eine sys-
tematische Abweichung'¢” aufweisen, d.h. das Resultat der Stichprobe kann nicht als eindeutiger
Reprasentant der Grundgesamtheit herangezogen werden. Aus diesem Grund werden hier
diese Arten der Stichproben nicht weiter behandelt.

Bei der Gewinnung einer Zufallsstichprobe gibt es keine 'beste’ Methode, doch alle Methoden
haben ein Ziel, ndmlich dass die Chance bzw. Zufallswahrscheinlichkeit bestimmt, welcher
Merkmalstrager der Grundgesamtheit in die Stichprobe aufgenommen wird oder nicht.

163
164
165
166
167

siehe MASON, LIND, MARCHAL, 1967, 92000, S. 258f.
siehe MASON, LIND, MARCHAL, 1967, 192000, S. 259.
probability sampling

nonprobabilty sampling

bias
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8.2.1 Einfache Zufallsstichprobe

Die meist verbreitetste Methode der Stichprobengewinnung ist die einfache Zufallsstichprobe't. Da-
bei wird die Stichprobe so gewonnen, dass jeder Merkmalstrager der Grundgesamtheit die
gleiche Chance hat, in die Stichprobe aufgenommen zu werden. Um dies zu erreichen, wird
ahnlich vorgegangen wie bei der Zahlen-Lotterie. Eine angenehmere Methode besteht darin, dass
man Zufallszahlentabellen benutzt, bei denen jede Stelle der angegebenen Zahlen die gleiche
Chance bzw. Wahrscheinlichkeit aufweist. Eine systematische Abweichung'®® wird bei der Erstellung
solcher Zufallszahlentabellen bewusst eliminiert.

Durch ein Tabellenkalkulationsprogramm kénnen z.B. folgende Zufallszahlen 'generiert' werden:

Abb. 67: Zufallszahlen zwischen Null und 100'000

67'595 14’967 3'543 43’560 70’408 58’428 43’403
93’110 37291 2931 9275 54’702 44'400 30149
76787 93’574 19028 64’582 54’735 69'939 68’894
27’838 93'720 7172 96’291 85’514 18’928 49'273
69’758 49'988 27524 87624 94’864 59'630 24’456
62’197 2910 76’269 92’123 58221 41’844 41’286
77736 36’519 76’940 30'487 46’931 52’955 10’891
74’888 48819 82’888 99'508 18’263 98’567 60’666

Die Problematik bei der Verwendung von Zufallszahlen besteht darin, dass die Merkmalstrager der
Grundgesamtheit 'durchnummeriert' werden mussen, was sehr zeitaufwendig ist.

8.2.2 Systematische Zufallsstichprobe

Anstelle der oben erwahnten einfachen Zufallsstichprobe wird aus zeitlichen und damit auch finan-
ziellen Griinden meistens die Methode der systematischen Zufallsstichprobe'7© gewahlt. Dabei geht
man wie folgt vor:

e Die Merkmalstrager der Grundgesamtheit werden einer Methode nach geordnet (z.B. al-
phabetisch, nach Datum usw.).

¢ Rein zufallig wird der "Startpunkt' fir die Stichprobenauswahl festgelegt.

e Nun wird jeder x-te Merkmalstrager der Grundgesamtheit fiir die Stichprobe ausgewahit.

Diese Methode sollte nicht gewahlt werden, wenn in der Grundgesamtheit ein gewisses Schema
bzw. 'Muster''7! vorhanden ist. Z.B. die Regale in einem Lager werden so geflllt, dass die Artikel mit
hohem Lagerumschlag vorne eingeordnet werden und diejenigen mit kleinem Lagerumschlag hin-
ten. In diesem Fall ist es mdglich, dass die Stichprobe eine systematische Abweichung aufweist.

8.2.3 Klumpenzufallsstichprobe

Bei der Klumpenzufallsstichprobe'”2 wird die Grundgesamtheit zuerst in 'Klumpen' bzw. Teil-
mengen'”® aufgeteilt. Haufig benutzt man geographische oder administrative Einheiten als Klum-
pen. Anschliessend werden aus jedem dieser Klumpen bzw. Teilmengen, Merkmalstrager fiir
die Stichprobe ausgewabhlt.

188 simple random sampling

189 bias

170 systematic random sampling
171 pattern

172 stratified random sampling
173 strata
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Sowohl die Anzahl Merkmalstrager in den Klumpen als auch die Anzahl der ausgewahlten Merk-
malstrager aus den Klumpen kann proportional oder unproportional in Bezug auf die Grundgesamt-
heit sein. Jede vorhandene Unproportionalitat der Stichprobe muss aber iber entsprechende 'Ge-
wichtungen' in eine Gleichférmigkeit Uberfiihrt werden. Ansonsten weist die Stichprobe eine syste-
matische Abweichung auf.

Der grosse Vorteil der Klumpenzufallsstichprobe besteht darin, dass sie billiger ist als die andern
beiden und meist auch raschere Ergebnisse liefert. Parade-Beispiel fir Klumpenzufallsstichproben
sind die Hochrechnungen von Wahlresultaten.

8.3 Zentraler Grenzwertsatz

Der 'zentrale Grenzwertsatz''’* besagt, dass - fiir eine grosse Stichprobe - die Verteilung der
arithmetischen Mittel der Stichproben sehr dhnlich einer Normalverteilung ist. Diese Approxi-
mation ist besser flr grosse Stichproben als fur kleine.

Der 'zentrale Grenzwertsatz' ist eine der niitzlichsten Schlussfolgerungen in der Statistik!
Die Verteilung des arithmetischen Mittels der Stichprobe gilt auch dann, wenn liber die Ver-
teilung der Grundgesamtheit nichts bekannt ist, d.h. der 'zentrale Grenzwertsatz' gilt fiir alle
Verteilungen.

Der 'zentrale Grenzwertsatz' gilt aber nicht immer, sondern es sind folgende Voraussetzungen not-
wendig:

e |st die Grundgesamtheit normalverteilt, dann gilt fiir jede Stichprobengrosse, dass die Vertei-
lung der arithmetischen Mittel der Stichproben auch normalverteilt ist.

¢ Wenn die Grundgesamtheit symmetrisch, nicht aber normalverteilt ist, dann entsteht schon ab
einem Stichprobenumfang von ca. 10 eine normalverteilte Verteilung der arithmetischen
Mittel der Stichproben.

e Falls die Grundgesamtheit aber schief'’>_ist oder grosse Haufigkeiten an den Enden aufweist,
dann entsteht erst ab einem Stichprobenumfang von ca. 30 eine normalverteilte Verteilung
der arithmetischen Mittel der Stichproben.

Nun stellt sich die Frage, welche Parameter diese 'Normalverteilung' der arithmetischen Mittel der
Stichproben aufweist.

Es kann mathematisch bewiesen werden, dass folgender Zusammenhang zwischen den Parame-
tern der Grundgesamtheit und denjenigen der arithmetischen Mittel der Stichprobe besteht:

Hy = U
o
Oy = —

Vn

Uz steht flr das arithmetische Mittel der arithmetischen Mittel der Stichproben
u ist das arithmetische Mittel [mU] der Grundgesamtheit

oy steht fUr die Standardabweichung der arithmetischen Mittel der Stichproben
o ist die Standardabweichung [sigma] der Grundgesamtheit

n istder Stichprobenumfang

Verbal ausgedrickt bedeutet der obige Zusammenhang, dass unter den oben genannten Voraus-
setzungen das arithmetische Mittel der arithmetischen Mittel der Stichproben gleich dem arithmeti-
schen Mittel der Grundgesamtheit sein muss und dass die Standardabweichung der arithmetischen
Mittel der Stichproben mit zunehmendem Stichprobenumfang immer kleiner wird.

174 central limit theorem
175 skewed
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Die obigen Ausfiihrungen sollen anhand eines Beispiels'7¢ illustriert werden.

Ein Unternehmen hat nach mehrjahriger erfolgreicher Tatigkeit 40 Mitarbeiter, die folgende Dienst-
alter (auf ganze Jahre abgerundet) aufweisen:

Abb. 68: Urliste Dienstalter Mitarabeiter

11 0 2 5
3 9 3 10
7 2 0 2
16 2 2 8
4 2 0 1
4 1 3 2
1 1 4 4
8 2 5 3
18 7 2 14
1 1 19 3

Da auf ganze Jahre abgerundet wurde, sind die Kategorienmitten (wichtig fur grafische Darstellun-
gen und Berechnungen) gegenulber obigen Angaben jeweils um 0.5 Jahre hoher.

Das arithmetische Mittel dieser Grundgesamtheit ist 5.30 Dienstjahre und die Standardabweichung
betragt 4.86 Dienstjahre.

Die obige Ubersicht ergibt folgendes Histogramm 77

Abb. 69: Histogramm Dienstalter Mitarbeiter

absolute Haufigkeit
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Dienstalterin Jahren

176 Daten-Set aus MASON, LIND, MARCHAL, 1967, '°2000, S. 273.; siehe auch MASON, LIND, MARCHAL, 1967,
102000, S. 273ff. und SIEGEL, 1990, 42000, S. 268ff.

177 Das Histogramm wurde mit der Add-In-Statistik-Software 'StatPad® (Skyline Technologies, Inc. in Zusammenarbeit
mit Andrew F. SIEGEL) zur Tabellenkalkulationssoftware Excel® erstellt. Mit StatPad kénnen viele in diesem Buch
erwahnten 'statistischen' Probleme geldst werden. Es wird auf der CD-ROM im Lehrbuch von SIEGEL kostenlos mit-
geliefert.
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Wenn nun aus dieser Grundgesamtheit rein zufallig (z.B. anhand von Zufallszahlen'78) Stichproben

im Umgange von 5, 10 oder 30 gezogen wiurden, ergabe dies z.B. folgendes Bild bezlglich der
arithmetischen Mittel der (jeweiligen) Stichproben:

Forecast: arithmetische Mittel bei n=5

5 Trials Frequency Chart 0 Outliers
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Arithmetisches Mittel der arithmetischen Mittel der 5 Stichproben: 7.10 Dienstjahre
Standardabweichung der arithmetischen Mittel der 5 Stichproben: 3.20 Dienstjahre

Forecast: arithmetische Mittel bei n=10

10 Trials Frequency Chart 0 Outliers
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Arithmetisches Mittel der arithmetischen Mittel der 10 Stichproben: 5.36 Dienstjahre
Standardabweichung der arithmetischen Mittel der 10 Stichproben: 1.43 Dienstjahre

Forecast: arithmetische Mittel bei n =30

30 Trials Frequency Chart 0 Outliers
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Arithmetisches Mittel der arithmetischen Mittel der 30 Stichproben: 5.31 Dienstjahre
Standardabweichung der arithmetischen Mittel der 30 Stichproben: 0.98 Dienstjahre

178 Um den dabei relativ grossen Rechenaufwand zu minimieren, wurden im folgenden Beispiel anstelle von Zufallszahlen
die Berechnungen anhand einer Monte-Carlo-Simulation vorgenommen. Hier wurde z.B. die benutzerfreundliche Add-
In-Software 'Crystal Ball® (Decisioneering, Inc., Denver-Colorado, USA) zur Tabellenkalkulationssoftware Excel® oder
Lotus 1-2-3® verwendet. [Internet-Adresse: www.decisioneering.com]
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Die oben aufgeflihrten Histogramme kdnnen wie folgt interpretiert werden:

¢ Obwohl die Grundgesamtheit stark linkssteil, rechtsschief bzw. eine positive Schiefe auf-
weist, konvergiert das arithmetische Mittel der arithmetischen Mittel der Stichproben relativ
rasch mit zunehmender Stichprobenzahl zum arithmetischen Mittel der Grundgesamtheit.

¢ Die Verteilung der arithmetischen Mittel der arithmetischen Mittel der Stichproben gleicht mit
zunehmendem Stichprobenumfang immer mehr einer Normalverteilung. Die weiter oben
erwahnten Voraussetzungen, dass dies erst ab einem Stichprobenumfang von ca. 30 der Fall
sein wird, ist hier klar ersichtlich.

o Weiter ist ersichtlich, dass die Streuung bzw. Standardabweichung der arithmetischen Mittel
der arithmetischen Mittel der Stichproben mit zunehmendem Stichprobenumfang immer
kleiner wird.

e Dabei ist auch feststellbar, dass diese Abnahme der Standardabweichung der arithmeti-
schen Mittel der arithmetischen Mittel bei zunehmendem Stichprobenumfang gemass der
weiter oben erwahnten 'Gesetzmassigkeit' geschieht. Werden im obigen Beispiel die g; auf-
grund der Standardabweichung der Grundgesamtheit berechnet, ergibt dies folgende Werte in
Dienstjahren:

0z * — ->firn=5:217 ->firn=10:1.54 und fir n =30: 0.89
Vn

Diese (theoretischen) Werte sind denjenigen, aus den Stichproben berechneten Werten sehr ahn-
lich.

8.4 Stichprobenverteilung und Konfidenz- bzw. Vertrauensintervalle

Beim letzten Kapitel gingen wir davon aus, dass jede Stichprobenentnahme sich aus dem arithme-
tischen Mittel einer gleich grossen Zahl von (Unter-)Stichproben zusammensetzt, d.h. jede Stich-
probe war bereits ein arithmetisches Mittel bzw. eine Zufallsverteilung. In der Praxis wird aber nur
eine (deterministische) Stichprobenentnahme vorgenommen. Gehen wir nun davon aus, dass dieser
klar vorgegebene Stichprobenwert aber selbst rein zufallig entstanden ist, kann man 'schliessen’,
dass dieser klar vorgegebene Stichprobenwert eigentlich der Durchschnitt von rein zufalligen Mog-
lichkeiten ist.

Somit kann man in der Praxis - wenn die Zufélligkeit der Stichprobengewinnung gewabhrleis-
tet wird - davon ausgehen, dass der klar vorgegebene Stichprobenwert bei jeder Stichpro-
benentnahme das arithmetische Mittel desselben darstellt.

Aufgrund der oben erwahnten Herleitung ist es nun moglich, dass die Aussagen (und Vorausset-
zungen) des 'zentralen Grenzwertsatzes' bei der Charakterisierung von Stichprobenverteilun-
gen herangezogen werden kénnen.

Somit gilt weiterhin folgender Zusammenhang zwischen den Parametern der Grundgesamtheit
und denjenigen der Stichprobe:

Uy = if u
Oy T , wenn o der Grundgesamtheit bekannt
n

s
sy = — ,wenn o der Grundgesamtheit unbekannt

Vn

Uy, X steht flr das arithmetische Mittel der Stichprobe

u ist das arithmetische Mittel [mii] der Grundgesamtheit

oy bzw. s, steht fur die Standardabweichung der Stichprobe bei bekanntem und
unbekanntem 'o’

o istdie Standardabweichung [sigma] der Grundgesamtheit

s ist die Standardabweichung der Stichprobe

n ist der Stichprobenumfang

Q
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In den meisten praktischen Situationen ist es natiirlich so, dass die Standardabweichung der
Grundgesamtheit 'o' nicht bekannt ist und dafiir eine alternative Grosse gesucht werden
muss. Naheliegend ist es, dafur die Standardabweichung der Stichprobe 's' zu verwenden. Dieser
'Verlust an Information' kann aber nur durch einen 'grossen’ Stichprobenumfang 'wettge-
macht' werden. In der Fachliteratur ist man sich nicht einig, wie gross dieser 'grosse Stichpro-
benumfang' sein soll. Theoretisch richtig ware ein Stichprobenumfang von n>100, doch liegt
die allgemeine Praxis eher bei einem Stichprobenumfang von n>30.

Da man aus den Voraussetzungen weiss, dass bei geniigend grosser Stichprobe (n > 30) die
Stichprobenverteilung in eine Normalverteilung konvergiert, wird es moglich - anhand eines
'Umkehrschlusses' sowie der Standardnormalverteilung - Konfidenz- bzw. Vertrauensinter-
valle'” beziiglich der Grundgesamtheitsparameter vorzunehmen.

Die Werte aus der Standardnormalverteilungstabelle von 'z' = +1.96 bzw. 'z' = +2.575 bedeuten,
dass 95% bzw. 99% der (Eintritts-)Wahrscheinlichkeit innerhalb von ca. +2 mal bzw. ca. +2.6 mal
die Standardabweichung um das arithmetische Mittel anzutreffen ist.

Wird diese Aussage nun anhand eines 'Umkehrschlusses' mit dem oben erwahnten Zusam-
menhang zwischen den Parametern der Grundgesamtheit und denjenigen der Stichprobe
'kombiniert' ergibt dies folgende Definition des 95%igen bzw. 99%igen Konfidenz- bzw. Ver-
trauensintervalls beziiglich des arithmetischen Mittels der Grundgesamtheit.

Das 95%ige Vertrauensintervall des arithmetischen Mittels der Grundgesamtheit ist somit:

o s
u=x tz-— bzw. ¥ £z-— ;wobei 'z' hier der kritische z-Wert darstellt
Vn Vn
o s
=x £196:-— bzw. x £1.96-—
AT ER =
Das 99%ige Vertrauensintervall des arithmetischen Mittels der Grundgesamtheit ist somit:
o s
u=x tz-— bzw. ¥ £ z-— ;wobei 'z' hier der kritische z-Wert darstellt
Vn Vn
o s
=x +2575-— bzw. ¥ +2575-—
SN SN

Die obigen Ausfiihrungen sollen an einem Beispiel'® verdeutlicht werden.

Bei einem Zufallsexperiment werden 256 Manager des mittleren Kaders befragt, wie gross ihr jahr-
liches Einkommen ist. Die dabei ermittelten Stichprobenparameter sind wie folgt: arithmetisches Mit-
tel = CHF 90'000, Standardabweichung = CHF 4'000.

Die Frage lautet nun: In welchem Bereich liegt das durchschnittliche jahrliche Einkommen aller Ma-
nager des mittleren Kaders, wenn man eine Fehlertoleranz von maximal 5% nicht Uberschreiten
mochte?

Die Lésung zur Frage kann wie folgt - aufgrund der obigen Definitionen - ermittelt werden:

4000
256

x +1.96-

= =90'000 + 1.96 -
=90'000 =

U

s3le

0

179 confidence interval
180 siehe auch MASON, LIND, MARCHAL, 1967, 192000, S. 282f.
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Es kann also gesagt werden, dass das durchschnittliche jahrliche Einkommen aller Manager zwi-
schen CHF 89'510 und CHF 90'490 sein durfte. Diese Aussage gilt aber nicht fir 100% der Manager,
sondern lediglich fur 95% von ihnen (siehe auch untenstehende grafische Darstellung).

Abb. 70: Normalverteilung des durchschnittlichen Jahres-Einkommens aller Manager

Verteilung des durchschnittlichen Jahres-Einkommens aller Manager
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0.0000 \ \ \ \ \ \ \ \
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jahrliches Einkommen in CHF

Die gleiche Vorgehensweise beziglich des 95%igen bzw. 99%igen Konfidenz- bzw. Vertrauens-
intervalls beziiglich des arithmetischen Mittels der Grundgesamtheit kann nun aber auch bei
Prozentanteilen bzw. Proportionen angewendet werden. Die Ausgangsbasis dafur ist die Bino-
mialverteilung (siehe Kapitel 7.1.4).
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Das 95%ige Vertrauensintervall des arithmetischen Mittels der Grundgesamtheit bei Prozen-
tanteilen bzw. Proportionen ist somit:

m-(1-m (1=
n=p tz-: ¥ bzw. p £z M ; wobei 'z' hier der
n n

kritische z-Wert darstellt

m-(1-m -(1-
m=p +196- ¥ bzw. p +1.96- M
n n

p steht fUr das arithmetische Mittel der Stichprobe ausgedruckt als

x
Prozentanteil bzw. Proportion und entspricht dem Wert (H)

7 ist das arithmetische Mittel der Grundgesamtheit ausgedruckt
als Prozentanteil bzw. Proportion [pi]
n istder Stichprobenumfang

Das 99%ige Vertrauensintervall des arithmetischen Mittels der Grundgesamtheit bei Prozen-
tanteilen bzw. Proportionen ist somit:

m-(1-m (1=
n=p tz- ¥ bzw. p £z M ; wobei 'z' hier der
n n

kritische z-Wert darstellt

n-(1-m -(1-
m=p +2575- ¥ bzw. p + 2.575- M
n n

Die obigen Ausfiihrungen sollen an einem Beispiel'8' verdeutlicht werden.

Zwei Gewerkschaften wollen sich zusammenschliessen. Bei einer Umfrage (rein zufallige Stich-
probe) hat sich herausgestellt, dass 1'500 von den 2'000 (p = 75%) befragten Gewerkschaftern sich
fir den Zusammenschluss aussprachen. Wie gross dirfte das Konfidenzintervall des Anteils der
Beflirworter des Zusammenschlusses von allen Gewerkschaften sein, wenn ein Vertrauensniveau
von 99% unterstellt wird?

Die Lésung zur Frage kann wie folgt - aufgrund der obigen Definitionen - ermittelt werden:

—p+2575. PO TP) (s 4 gy, (0720025
T=p T n Y ES 2000

=0.75 + 0.0249

Es kann also gesagt werden, dass der Anteil der Beflrworter aller Gewerkschafter - bei 99%iger
Wahrscheinlichkeit - zwischen 72.51% und 77.49% sein durfte. Ware eine Zweidrittelmehrheit fiir
einen solchen Beschluss statutarisch notwendig, dirfte dieser positiv verlaufen.

181 siehe auch MASON, LIND, MARCHAL, 1967, 192000, S. 287.
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8.5 Bestimmung des 'optimalen’' Stichprobenumfangss:

Bei der Beantwortung der Fragestellung der Konfidenz- bzw. Vertrauensintervalle stellt sich haufig
auch folgende Frage: Wie gross muss eigentlich der 'optimale' Stichprobenumfang sein? Diese
Frage stellt sich einerseits, weil ein zu grosser Stichprobenumfang eine Verschwendung an 'Geld'
bei der Datenerhebung bedeutet, und anderseits ein zu kleiner Stichprobenumfang zu wenig schlis-
sigen Ergebnissen flhrt.

Der 'optimale’ Stichprobenumfang hangt von drei Faktoren ab, namlich

¢ vom Konfidenz- bzw. Vertrauensniveau der anzustrebenden Aussage,
¢ von der absoluten, maximal zulassigen Abweichung und
e von der Streuung der Grundgesamtheit.

Das anzustrebende Vertrauensniveau ergibt sich aus der 'Gite' bezlglich der Beantwortung des
Sachverhalts. Daraus abgeleitet ergibt z.B. ein Vertrauensniveau von 95% einen kritischen z-Wert
von +1.96, ein solches von 99% einen kritischen z-Wert von +2.575. Aufgrund der Ausflihrungen
des letzten Kapitels ist auch klar, dass ein grosses Vertrauensniveau mit einem grossen Stichpro-
benumfang einhergehen muss.

Die maximal zulassige Abweichung ist der absolute Wert, der vom arithmetischen Mittel der Stich-
probe dazu- und abgezahlt wird, um damit die Eckpunkte des Vertrauensintervalls zu ermitteln. Es
ist der absolute maximale Wert, den man gewillt ist zu tolerieren und somit gleich der Halfte des
ganzen Vertrauensintervalls. Abgeleitet aus dem letzten Kapitel ist auch klar, dass eine kleine ab-
solute Abweichung mit einem grossen Stichprobenumfang 'erkauft' werden muss.

Der dritte Faktor ist die Streuung bzw. die Standardabweichung der Grundgesamtheit. Diese zu
bestimmen ist nicht immer einfach. Dazu bedient man sich diverser Methoden: durch das Heranzie-
hen vergleichbarer friherer Untersuchungen, aufgrund von Schatzungen basierend z.B. auf dem
Tschebyscheffschen Theorem oder dem empirischen Gesetz (siehe Kapitel 5.2.8 und 5.2.9) sowie
aufgrund eigens dafiir durchgefihrter Pilotstudien.

182 siehe auch MASON, LIND, MARCHAL, 1967, 192000, S. 290ff.
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Durch Umformungen der im letzten Kapital aufgeflihrten Definitionen kann der "optimale’ Stichpro-
benumfang zur Bestimmung der Konfidenz- bzw. Vertrauensintervall des arithmetischen Mit-
tels der Grundgesamtheit [bzw. der Prozentanteile oder Proportionen desselben] wie folgt er-
mittelt werden:

= (%)2 bzw. [n =p-(1-p)- (2)2]

n steht flUr den zu ermittelnden 'optimalen’ Stichprobenumfang

z ist der kritische z-Wert bezlglich des gewahlten Konfidenz- bzw.
Vertrauensniveaus

s ist die (geschatzte) Standardabweichung der Grundgesamtheit

p ist das (geschatztes) arithmetische Mittel der Grundgesamtheit
ausgedruckt als Prozentanteil bzw. Proportion

E ist die absolute, maximal zulassige Abweichung

Die obigen Ausfiihrungen werden an einem Beispiel'8® verdeutlicht.

Es sei vorgesehen, eine Untersuchung bezlglich des steuerbaren Einkommens in einer Gemeinde
durchzufuihren. Die absolute, maximal zulassige Abweichung bei einem Vertrauensniveau von 95%
betrage CHF 150. Aufgrund friherer Studien werde die diesbezlgliche Standardabweichung auf
CHF 1'500 geschatzt. Wie gross ist auf der Basis der obigen Annahmen der 'optimale' Stichproben-
umfang?

Der 'optimale’ Stichprobenumfang berechnet sich gemass obiger Formel wie folgt:

- (2)2 (1.96 -1'500

2
_ 2 _
E 50 ) = (19.6) 384.16 bzw. 385

183 siehe auch MASON, LIND, MARCHAL, 1967, 192000, S. 291f.
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8.6 Repetitionsfragen

8.6.1 Bestimmung des Vertrauensintervalls des tatsachlichen, durch-
schnittlichen Vitamingehalts einer bestimmten Speise

Ein Biochemiker will den Vitamingehalt einer bestimmten Speise schatzen und nimmt eine Stich-
probe im Umfange von n = 64. Das arithmetische Mittel des Vitamingehalts der Stichprobe pro 100 g
wird von ihm als 11 mg und die Standardabweichung als 3 mg festgestellt.

Geben Sie das Vertrauensintervall an, in dem mit 95%iger Wahrscheinlichkeit der tatsachliche,

durchschnittliche Vitamingehalt dieser Speise (also der Vitamingehalt der Grundgesamtheit) liegt.
[Hinweis: Der vorliegende Stichprobenumfang kann als gross angesehen werden.]

8.6.2 Automat zur Herstellung von Metallteilens

Ein Automat zur Herstellung von Metallteilen ist fir die Fertigung von Metallstdben mit der Lange
von 80 mm eingerichtet. Aufgrund der technischen Informationen (und Garantieverpflichtungen) des
Automaten-Herstellers kann die Lange der auf dem Automaten gefertigten Metallstdbe als normal-
verteilt bezeichnet werden: das arithmetische Mittel betrage dabei 80 mm und die Standardabwei-
chung 0.40 mm. Aus der Tagesproduktion des Automaten soll eine (Zufalls-)Stichprobe im Umfange
von 36 gezogen werden, um die Metallstablangen nachzumessen.

¢ Inwelchem Vertrauensintervall wird sich das arithmetische Mittel der (Zufalls-)Stichprobe im Um-
fange von 36 bewegen, falls ein Vertrauensniveau von 95% unterstellt wird?

e Das tatsachlich festgestellte arithmetische Mittel der (Zufalls-)Stichprobe im Umfange von 36
betrage 80.2 mm. Welche generelle Aussage kénnen Sie diesbezliglich machen?

184 siehe auch ECKSTEIN, 1998, S. 79f+178.
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8.6.3 Bestimmung des Vertrauensintervalls des tatsachlichen, durch-
schnittlichen Milliliter-Inhalts von 3.5 dl Soft-Drink-Flaschens

Eine Stichprobe im Umfange von 16 Soft-Drink Flaschen a 3.5dl ergab folgende Inhalts-Messungen
(inkl. Stichproben-Parameter): Es kann angenommen werden, dass der Milliliter-Inhalt von 3.5-dI-
Soft-Drink-Flaschen normalverteilt ist.

Inhalt in ml

350

352 Folgende Parameter wurden aus den 16 Stichproben berechnet:
351

354

350 Standardabweichung: 1.3904
351

351 Arithmetisches Mittel: 350.7500
352

348

352

351

349

350

351

350

350

Wie gross ist das Vertrauensintervall des durchschnittlichen Milliliter-Inhalts der Soft-Drink-Flaschen
der Grundgesamtheit bei einem Vertrauensniveau von 95% bzw. 99%?

185 siehe auch UPTON, COOK, 1996, 21997, S. 392.
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9 HYPOTHESENTESTS

Mit der Herleitung des zentralen Grenzwertsatzes und dessen Anwendung bei der Stichprobenver-
teilung des Konfidenz- bzw. Vertrauensintervalls wurden die Grundbausteine fiir die weiteren Me-
thoden und Anwendungen der induktiven bzw. schliessenden Statistik gelegt. Im folgenden Kapitel
geht es um die Frage, ob gewisse Aussagen (z.B. ob ein gewisser Auto Pneu langer als 15'000
km den gesetzlichen Vorschriften entspricht) unter Anwendung von statistischen Methoden be-
jaht werden kénnen oder ob die Aussage 'verworfen' werden muss. Diese Fragestellung wird
auch als Hypothesentest's¢ bezeichnet.

In einem ersten Schritt wird dargelegt, was unter einem Hypothesentest zu verstehen ist. Dann wird
erlautert, welche Schritte vorzunehmen sind, damit ein Hypothesentest durchgefiihrt werden kann.
Anschliessend werden die wichtigsten Arten von Hypothesentest vorgestellt. Am Ende wird noch
naher auf die mdglichen Fehler beim Hypothesentest eingegangen.

9.1 Hypothese und Hypothesentest

Eine Hypothese'®7 ist eine Aussage® iber eine Grundgesamtheit. Die Daten werden anschliessend
auf die Vernunftigkeit's® der Aussage hin tUberprift. D.h. bei der statistischen Analyse wird zuerst
eine Behauptung'®® gemacht, d.h. man stellt eine Hypothese auf. Im Anschluss daran werden
Tests durchgefiihrt, welche die Behauptung verifizieren oder feststellen, dass die Behaup-
tung falsch ist.

Am einfachsten ware es, wenn man als Test die Grundgesamtheit untersuchen wirde. Damit kénnte
man mit fast 100%iger Wahrscheinlichkeit die Aussage bzw. Behauptung verifizieren. Eine 100%ige
Wahrscheinlichkeit gibt es nie, da immer Erfassungsfehler bei der Grundgesamtheit auftreten kon-
nen. In den meisten Fallen ist es aber nicht moglich, die ganze Grundgesamtheit zu erfassen (siehe
Kapitel 8.1). Als 'zweitbeste Lésung' bedient man sich einer Stichprobe aus der Grundgesamtheit.

Der Hypothesentest'®' beginnt mit einer Aussage oder einer Annahme'*2 Giber einen Parameter
(z.B. das arithmetische Mittel) der Grundgesamtheit. Um die Giltigkeit bzw. Zulassigkeit'®? der
Aussage zu testen, muss (mindestens) eine Stichprobe aus der Grundgesamtheit gezogen wer-
den. Aufgrund dieser Stichprobe wird nun anhand statistischer Methoden der Test bezliglich der
Aussage uber den Parameter der Grundgesamtheit durchgefihrt.

186 tests of hypothesis
187 hypothesis

188 statement

189 reasonableness
190 claim

191 hypothesis testing
192 assumption

193 yalidity
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9.2 Funf Schritte des Hypothesentests
Um den Hypothesentest zu systematisieren, sind funf Schritte notwendig, namlich 4

Festlegung der Null-Hypothese 9% (Ho) und der Alternativ-Hypothese % (H+),
Festlegung des Signifikanzniveaus'?,

Berechnung der Test-Statistik %,

Formulierung der Entscheidungsregel'®® und

Fallen der Entscheidung.

1. Schritt: Festlegung der Null-Hypothese (Ho) und der Alternativ-Hypothese (H1)

Der erste Schritt beim Hypothesentest besteht darin, die Hypothese, die getestet werden soll,
aufzustellen. Sie wird auch als die Null-Hypothese (Ho) bezeichnet. Dabei steht 'H' fur 'Hypothese'
und ‘o' impliziert 'keine Differenz'. Normalerweise beinhaltet die Null-Hypothese einen Begriff wie
'kein' oder 'nicht’, der bedeutet, dass keine Veranderung festgestellt werden kann. Im Normalfall
wird die Null-Hypothese so festgelegt, dass sie den Grundgesamtheitsparameter 'testet’,
namlich diejenige Situation, die man normalerweise befiirchtet, dass sie weiterhin eintritt.
Umgekehrt ausgedrickt ist die Alternativ-Hypothese normalerweise, die Hypothese die man am
liebsten hatte, dass sie zutrifft.

Die Null-Hypothese ist eine Aussage, die nicht zuriickgewiesen?® werden kann, wenn die
Stichproben-Daten nicht geniigend iiberzeugende Evidenz bereitstellen, dass die Null-Hypo-
these falsch ist. Anders ausgedrickt, eine Null-Hypothese kann nie 'bewiesen' werden, bzw. man
kann nie sagen, dass sie 'wahr' ist. Wenn keine gentigend Uberzeugende Evidenz fir das Verwerfen
der Null-Hypothese vorhanden ist, kann damit nicht 'bewiesen' werden, dass die Null-Hypothese
'‘wahr' ist. Um die Null-Hypothese zu beweisen, mussten die Parameter der Grundgesamtheit be-
kannt sein. Dies ist aber meisten nicht mdglich (siehe Kapitel 8.1).

Die Alternativ-Hypothese beschreibt, welchen Schluss man zieht, wenn die Null-Hypothese
verneint wird (Bezeichung: 'H+"). Anders ausgedrickt, die Alternativ-Hypothese wird dann akzep-
tiert, wenn die Stichproben-Daten gentigend tberzeugende Evidenz bereitstellen, dass die Null-Hy-
pothese verworfen werden muss.

2. Schritt: Festlequng des Signifikanzniveaus

Nachdem man die Null-Hypothese und Alternativ-Hypothese aufgestellt hat, geht es darum, das
Signifikanzniveau festzulegen. Unter dem Signifikanzniveau versteht man die Wahrscheinlich-
keit, dass man die Null-Hypothese verwirft, obwohl sie tatsachlich 'wahr' ist. Sie wird auch
(statistische) Fehlerwahrscheinlichkeit genannt. Das Signifikanzniveau entspricht wertmassig auch
der Ergdnzung des Vertrauensniveaus auf Eins bzw. (1 - Vertrauensniveau).

Das Signifikanzniveau wird mit 'a' [Alpha] bezeichnet und manchmal auch Risikoniveau genannt.
Diese letzte Bezeichnung gibt sogar besser die Bedeutung des Signifikanzniveaus wieder, ndmlich
das Risiko das eingegangen wird, die Null-Hypothese zu verwerfen, wenn letztere in Wahrheit richtig
ist.

194 siehe auch MASON, LIND, MARCHAL, 1967, 192000, S. 291f.
195 null hypothesis

196 alternative hypothesis

197 level of significance

198 test statistic

199 decision rule

200 reject
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Es gibt nicht ein einheitliches Signifikanzniveau fiir alle Tests. Ublich ist ein Signifikanzniveau von
0.05 bzw. 5% bei Konsumentenbefragungen, 1% bei der Qualitatssicherung und 10% bei politischen
Wahlen. Wichtig ist grundsatzlich nicht die Hohe des Signifikanzniveaus, sondern dass die-
ses aufgrund der Sachlage vor der Stichprobengewinnung und Formulierung der Entschei-
dungsregel festgelegt wird.

3. Schritt: Berechnung der Test-Statistik

Die Test-Statistik ist ein - aufgrund der Informationen aus der Stichprobe - nach statistischen
Methoden berechnete Priifgrosse, mit dem Ziel festzustellen, ob die Null-Hypothese zu ver-
werfen ist.

Im Gegensatz zur Berechnung des Konfidenz- bzw. Vertrauensintervalls (siehe Kapitel 8.4), aber
mit der gleichen statistischen Herleitung (siehe Kapitel 8.3 und 8.4), werden bei der Test-Statistik
nicht 'Eckpunkte' berechnet, sondern nur eine Prifgrésse. Die Ermittlung dieser Test-Statistik erfolgt
sehr ahnlich der Berechnung des z-Wertes bei der Standardnormalverteilung (siehe Kapitel 7.2.1).
Aus diesem Grund benennt man diesen Wert auch 'standardisierte Prufgrosse’.

Der Hypothesentest kann aber auch anhand des Konfidenz- bzw. Vertrauensintervalls durchgefuhrt
werden. Bei dieser Vorgehensweise wird als 'Test' Uberprift, ob z.B. das arithmetische Mittel der
Grundgesamtheit 'y’ im Konfidenz- bzw. Vertrauensintervall liegt oder ausserhalb. Liegt 'y' innerhalb,
so wird die Null-Hypothese nicht verworfen (d.h. die Abweichung ist moglicherweise rein zufallig
entstanden), liegt 'y’ ausserhalb, wird die Null-Hypothese verworfen. Diese Methode des Hypothe-
sentests - obwohl einleuchtender - sei hier nicht speziell weiterverfolgt, da sie in den meisten statis-
tischen Lehrmitteln nicht angewendet wird.

Die Test-Statistik beziiglich des arithmetischen Mittels der Grundgesamtheit aufgrund einer
grossen Stichprobe ist z.B.

X -

7* = Ull bei bekannter Standardabweichung der Grundgesamtheit 'o’
Vn
X -

¥ = — bei unbekannter Standardabweichung der Grundgesamtheit 'o’
Vn

z * steht fUr die standardisiert Prufgrosse bzw. Test-Statistik
bezlglich Standardnormalverteilung

o istdie Standardabweichung [sigma] der Grundgesamtheit

ist die Standardabweichung der Stichprobe

ist das arithmetische Mittel [mU] der Grundgesamtheit

ist das arithmetische Mittel der Stichprobe

steht fur den Stichprobenumfang

S| RET @

4. Schritt: Formulierung der Entscheidungsregel

Die Entscheidungsregel beim Hypothesentest ist eine Aussage dariiber, unter welchen Be-
dingungen die Null-Hypothese verworfen wird und unter welchen Bedingungen sie nicht ver-
worfen wird.
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Der Bereich bzw. die Flache, in der die Null-Hypothese verworfen wird, enthalt all diejenigen Werte,
die so gross oder klein sind, dass die Eintrittswahrscheinlichkeit sehr gering ist, falls die Null-Hypo-
these vorausgesetzt wird. Umgekehrt ausgedriickt liegt die standardisierte Priifgrosse (siehe
3. Schritt) im Bereich bzw. in der Flache, in der die Null-Hypothese nicht verworfen wird.

Die obigen Ausfihrungen werden anhand einer Darstellung visualisiert.

Abb. 71: Entscheidungsregel einseitiger Hypothesentest

einseitiger
Test

H, wird nicht

H, wird
verworfen

verworfen

0 z*-Werte

> | €
z.B. 95% z.B. 5%
kritischer
Wert

Den sogenannten 'kritischen Wert' erhalt man, indem entsprechend der beim Test unterstell-
ten Verteilungsfunktion der Parameter (hier z.B. die Normalverteilung) der diesbeziigliche,
das Signifikanzniveau (siehe 2. Schritt) widerspiegelnde standardisierte Wert ermittelt bzw.
aus der entsprechenden Tabelle herausgelesen wird (hier z.B der z-Wert).

Der kritische Wert bei der oben aufgefihrten Darstellung ist 1.645. Rechts von diesem Wert sind
gemass der Standardnormalverteilungstabelle noch 5% der (Eintritts-)Wahrscheinlichkeiten anzu-
treffen.

5. Schritt: Fallen der Entscheidung
Der letzte Schritt beim Hypothesentest besteht darin zu entscheiden, ob die Null-Hypothese
verworfen wird oder nicht.

Falls die standardisierte Prifgrosse 'z*' z.B. 2.7 betragen und ein kritischer Wert von 1.645 heraus-
gelesen wirde, musste die Null-Hypothese bei einem Signifikanzniveau von 5% verworfen werden.
Der Entscheid, die Null-Hypothese zu verwerfen, wurde deshalb gefillt, da die standardisierte
Prifgrosse im 'Ablehnungsbereich’ der Null-Hypothese liegt und deshalb die Wahrscheinlich-
keit sehr gering ist (auf jeden Fall geringer als 5%), dass ein solcher Wert im Umfange von 2.7 rein
zufallig entsteht. Die Alternativ-Hypothese wird somit angenommen, da man 'schliesst', dass hier
mehr als Zufall im Spiel ist.
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9.3 Ein- und zweiseitige Signifikanztestsz

Die obige Darstellung ist ein einseitiger Test, da sich der Ablehnungsbereich der Null-Hypothese nur
am rechten aussern Ende befindet. Ein Beispiel daflir ware, wenn ein Unternehmen untersuchen
wulrde, ob eine Abpackmaschine zu viel Material einflllt oder nicht. Es wird hier nicht gefragt bzw.
getestet, ob die Maschine moglicherweise auch zu wenig Material einfullt.

Bei sehr vielen Fragestellung ist man sich aber nicht im klaren, ob nicht sowohl eine 'uner-
wiinschte' Abweichung nach oben, als auch eine solche nach unten, méglich ist. Ein Beispiel
dafur ware, wenn ein Reifenproduzent testen méchte, ob ein gewisser Reifentyp eine vorgegebene
Kilometerleistung aufweist oder nicht. Hier ware sowohl eine Abweichung nach oben als auch eine
solche nach unten méglich. In all diesen Féllen wird ein zweiseitiger Signifikanztest durchge-
fuhrt. Dadurch ergeben sich neu 'zwei kritische Werte' und auch zwei Ablehnungsbereiche der Null-
hypothese, namlich sowohl am linken dusseren Ende als auch am rechten dusseren Ende.

Die obigen Ausfuhrungen werden anhand einer Darstellung visualisiert.

Abb. 72: Entscheidungsregel zweiseitiger Hypothesentest

zweiseitiger

Test
H, wird H, wird nicht H, wird
verworfen verworfen verworfen

N\

0 z*-Werte
> > | €
z.B. 5% z.B. 90% z.B. 5%
kritischer kritischer
Wert Wert

201 one-tailed and two-tailed tests of significance
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9.4 Fehler des Typs | und Typs Il

Im Zusammenhang mit dem Signifikanzniveau (Fehler des Typs | bzw. 'a’ [Alpha]) stellt sich
schnell auch die Frage, wie gross der Fehler ist, wenn die Null-Hypothese akzeptiert wird,
obwohl letztere eigentlich falsch ist (Fehler des Typs Il bzw. '8 [Beta]).

Die beiden Typen von Fehlern stellen das Total der Fehlermdglichkeit bei einer Entscheidung dar.

Die untenstehende Darstellung soll dies verdeutlichen.

Abb. 73: Fehler des Typs | (o) und Typ Il (B)

Null-Hypothese

H, wird nicht verworfen

Hy wird verworfen

H, ist richtig

richtige Entscheidung

Fehler des Typs | [a]

H, ist falsch

Fehler des Typs Il [B]

richtige Entscheidung

Anhand des westlichen Rechtssystems bzw. Strafgerichtswesens werden die obigen Ausflihrungen
verdeutlicht.

"Vor Gericht wird Uber die Schuld oder Unschuld eines Angeklagten entschieden. Schuld oder Un-
schuld sind die beiden mdglichen alternativen Zustdnde, in denen sich ein Angeklagter befinden
kann. Der wahre Zustand soll von den Richtern herausgefunden werden. Dazu mussen sie sich auf
Beweise, Indizien oder andere Evidenz stitzen.

Im Rechtsstaat baut das Gerichtsverfahren auf der (Null-)Hypothese auf, der Angeklagte befinde
sich im Zustand der Unschuld. Diese Hypothese muss falsifiziert werden, bevor jemand schuldig
gesprochen wird ("schuldig" entspricht der alternativen Hypothese). Nur wenn erdriickende Evidenz
vorliegt, gilt die Hypothese "Unschuld" als falsifiziert, und es muss schuldig gesprochen werden. Die
Schwelle fur einen Schuldspruch wird im Rechtsstaat sehr hoch angesetzt. Man nimmt es in Kauf,
dass bei einem in Wahrheit schuldigen Angeklagten die Schwelle mangels als stichhaltig angese-
hener Beweise nicht Uberschritten wird und der Richter auf Freispruch entscheiden muss ("in dubio
pro reo") [8 -Fehler]. Umgekehrt ist es trotz Hochsetzung der Schwelle nicht vollstandig zu vermei-
den, dass ein in Wahrheit unschuldiger Angeklagter durch das zufallige Zusammentreffen ihn belas-
tender Umstande verurteilt wird [« -Fehler]. Man kdnnte so etwas nur vermeiden, wenn man die
Schwelle noch héher setzen wirde, doch kdnnte man dann nur noch wenige Angeklagte verurteilen.
Wollte man umgekehrt alle in Wirklichkeit Schuldigen bestrafen, so misste man die Schwelle senken
und daflir den Preis bezahlen, dass mit héherer Irrtumswahrscheinlichkeit eine Schuldigsprechung
von Unschuldigen auftritt. Es bleibt also letztlich nichts anderes Ubrig, als die "Kosten" der einen
gegen die "Kosten" der anderen Fehlentscheidung abzuwagen und auf diese Weise einen optimalen
Schwellenwert festzulegen."203

Die untenstehende Darstellung soll dies verdeutlichen.

Zustand des
Angeklagten

Freispruch
des Angeklagten

Schuldspruch
des Angeklagten

Angeklagter ist
unschuldig

richtige Entscheidung

Justizirrtum zuungunsten
des Angeklagten [a]

Angeklagter ist
schuldig

Justizirrtum zugunsten
des Angeklagten [f3]

richtige Entscheidung

202 type | error and type |l error

203 BOHLEY, 61996, S. 568.
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9.5 Beispiel eines Hypothesentests

Im folgenden Beispiel wird ein Hypothesentest mit Fehler des Typs | bezlglich des arithmetischen
Mittels der Grundgesamtheit aufgrund einer grossen Stichprobe und unbekannter Standardabwei-
chung der Grundgesamtheit durchgefihrt.

Die Warenhauskette Simpson2* hat eine eigene Kreditkarte, mit der die Kunden wahrend des Mo-
nats frei einkaufen kdnnen und erst am Ende des Monats die getatigten Einkaufe aufgrund einer
Sammelrechnungsstellung bezahlen missen. Der Kreditmanager der Warenhauskette méchte tber-
prifen, ob der monatliche, durchschnittlich ausstehende bzw. unbezahlte (Kredit-)Betrag aller Kun-
den im Verzug uber CHF 500.00 liegt. Er setzt dafur ein Signifikanzniveau (Fehler des Typs | bzw.
'a") von 5% fest. Rein zufallig wird eine Stichprobe von 172 unbezahlten Sammelrechnungen gezo-
gen, welche ein arithmetisches Mittel von CHF 507.00 und eine Standardabweichung von CHF 38.00
aufweist.

Soll der Kreditmanager aufgrund dieser Stichprobe schliessen, dass der monatliche, durchschnittlich
ausstehende bzw. unbezahlte (Kredit-)Betrag aller Kunden im Verzug grésser als CHF 500.00 ist,
oder ist es vernunftig, dass er die Differenz aus CHF 507.00 und CHF 500.00 (= CHF 7.00) als rein
zufallig 'deklariert'?

Wie weiter oben erwahnt, testet man mit der Null-Hypothese den Grundgesamtheitsparameter. In
diesem Beispiel ist dies die Aussage, dass die Abweichung kleiner als CHF 500.00 ist. Falls die Null-
Hypothese nicht abgelehnt werden kénnte, ergabe sich fir den Kreditmanager keinen Handlungs-
bedarf; alles ware sogenannt 'in Ordnung'. Wird hingegen die Null-Hypothese falsifiziert bzw. abge-
lehnt, ware der Kreditmanager gendtigt, sich Gedanken Uber die (neue) Situation zu machen.

Die Null-Hypothese (und somit auch die Alternativ-Hypothese) ist somit wie folgt zu formulieren:

Hy= p < CHF 500.00
H,; = pu> CHF 500.00

Da die Alternativ-Hypothese nur in eine Richtung, namlich 'grésser als', formuliert ist, handelt es sich
hier um einen einseitigen Test. Der kritische z-Wert ist somit 1.645. Die Test-Statistik ergibt daraus
folgende Prufgrosse:

x-pu _ 507.00-500.00 7.00

N 38.00 ~ 2.8975
Vn 172

z* =

= 2.416

Da die Test-Statistik ausserhalb des kritischen Wertes liegt, also im Ablehnungsbereich, wird die
Null-Hypothese abgelehnt und deshalb die Alternativ-Hypothese angenommen. Der Kreditmanager
kann also sagen, dass der monatliche, durchschnittlich ausstehende bzw. unbezahlte (Kredit-)Be-
trag aller Kunden im Verzug grdsser als CHF 500.00 ist.

Der Hypothesentest kann aber auch anhand des Konfidenz- bzw. Vertrauensintervalls dargestellt
werden:

Der 'Eckpunkt' des einseitigen 95%igen Vertrauensintervalls betragt (auf zwei Stellen nach dem
Komma) CHF 503.23. Dieser berechnet sich wie folgt:

s 38.00
=% - 1.645 - — =507.00 - 1.645 - —— =507.00 - 4.77 = 502.23
K Vn V172

204 siehe auch MASON, LIND, MARCHAL, 1967, 1°2000, S. 317f.
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Abb. 74: Normalverteilung der durchschnittlich unbezahlten (Kredit-)Betrage

Verteilung des monatlichen, durchschnittlich ausstehenden bzw.
unbezahlten (Kredit-)Betrages aller Kunden im Verzug
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50223 " 507.00

Das 'u' von CHF 500.00 liegt ausserhalb des Konfidenz- bzw. Vertrauensintervalls. Dies bedeutet,
dass die Null-Hypothese abgelehnt werden muss.

9.6 Bedeutung des p-Werts

Bis jetzt wurde mit dem Hypothesentest 'nur' die Null-Hypothese verworfen oder angenommen. Es
wurde aber keine Aussage gemacht, wie gross bzw. klein die Wahrscheinlichkeit ist, dass die
Null-Hypothese in jedem Fall angenommen wiirde. Diese Wahrscheinlichkeit wird als 'p-
Wert'205 bezeichnet. Er gibt an, wo das Signifikanzniveau festgelegt werden misste, dass der Ent-
scheid 'umkippen' wirde und ist deshalb auch das 'Gitemerkmal' des ganzen Tests.

Bei der Berechnung dieses p-Wertes setzt man die Test-Statistik bzw. Prifgrosse als kritischen Wert
ein, und liest aus der entsprechenden Tabelle die 'Restwahrscheinlichkeit' heraus, d.h. die Wahr-
scheinlichkeit, bei welcher dieser neue kritische Wert gerade erreicht und Uberschritten (bzw. bei
negativen Werten unterschritten) wird.

Im Kreditmanager-Beispiel des letzten Kapitels ist dieser p-Wert ca. 0.8%. Dies bedeutet, dass nur
mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.8% der monatliche, durchschnittlich ausstehende bzw. unbe-
zahlte (Kredit-)Betrag aller Kunden im Verzug kleiner als CHF 500 ist. Das Ablehnen der Null-Hypo-
these ist somit sehr wohl begriindet.

205 p-value
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9.7 Repetitionsfragen

9.7.1 Ausschuss-Anteil qut und schlecht eingestellter Maschine

Die Proportion defekter Stlicke, die eine Maschine herstellt, ist 2%, wenn die Maschine gut einge-
stellt ist, und 5%, wenn sie schlecht eingestellt ist.

Man hat eine Tagesproduktion vorliegen und zieht daraus eine zufallige Stichprobe von 500 Stick,
von denen 20 fehlerhaft sind.

Ermitteln Sie aufgrund der Stichprobe und unter Berlcksichtigung eines Signifikanzniveaus von
10%, ob die Maschine eher gut oder eher schlecht eingestellt ist.

9.7.2 'Test' uber besseres Management>2cs

SMALL-X ist ein Produzent in einer Branche, die sich einem gesattigten Markt gegentbersieht. Wah-
rend des letzten Konjunkturzyklus' von 6 Jahren war der durchschnittliche EBIT (Earnings Before
Interests and Taxes bzw. Unternehmensergebnis vor Fremdkapitalzinsen und Gewinnsteuern) CHF
25 Mio. pro Jahr (mit einer Standardabweichung von CHF 8 Mio.). Dieser durchschnittliche EBIT des
letzten Konjunkturzyklus' war markant besser als der langfristige EBIT-Durchschnitt von CHF 19
Mio. aller vorangehender Konjunkturzyklen.

Das Management behauptet, dass der Erfolg von SMALL-X im letzten Konjunkturzyklus auf den
Einsatz neuer operativer und strategischer Management-Ansatze zurtickzuflihren sei und deshalb
die zukunftigen EBIT-Erwartungen nicht mehr aufgrund des langfristigen Durchschnitts von CHF 19
Mio. aus den friiheren Konjunkturzyklen basieren dirfe.

e Kann die Aussage des Managements statistisch untermauert werden (unterstellen Sie ein Sig-
nifikanzniveau von 5%)?

¢ Bei welchem Signifikanzniveau kann die Aussage des Managements weder bejaht, noch ver-
neint werden?

206 siehe auch DEFUSCO, McLEAVEY, PINTO, RUNKLE, 2001, S. 351.
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9.7.3 Industrie-Teppich7

Ein Industrie-Teppich-Unternehmen will einen langlebigeren Teppich-Typ auf den Markt bringen. Die
F&E-Abteilung hat deshalb den Auftrag erhalten, einen neuen Typ zu entwickeln. Die bisher produ-
zierten Teppich-Typen weisen einen durchschnittlichen Haltbarkeits-Index von 500 Punkten [u] mit
einer Standardabweichung von 150 Haltbarkeits-Index-Punkten [0] auf. Der von der F&E-Abteilung
neu entwickelte Teppich-Typ hat - geméass den Angaben der F&E-Abteilung - einen durchschnittli-
chen Haltbarkeits-Index von genau 600 Punkten. Die Standardabweichung des neu entwickelten
Teppich-Typs hat sich gegenuber den bisher produzierten Teppich-Typen nicht verandert.

Es kann angenommen werden, dass die Verteilung der Haltbarkeits-Indizes der bisherigen Teppich-
Typen und des neu entwickelten Teppich-Typs mit den oben angegebenen Parametern normalver-
teilt sei.

Die Unternehmensleitung des Industrie-Teppich-Unternehmens will den neu entwickelten Teppich-
Typ erst produzieren, wenn mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% (einseitiger Test) gesagt werden
kann, dass der neu entwickelte Teppich-Typ einen grésseren durchschnittlichen Haltbarkeits-Index
aufweist als die bisher produzierten Industrie-Teppiche.

e Wie viele durchschnittliche Haltbarkeits-Index-Punkte musste eine Probeproduktion bzw. Stich-
probe im Umfange von n = 36 mindestens aufweisen, damit der neu entwickelte Teppich-Typ
produziert wirde?

o Wie gross ware bei diesem minimalen, durchschnittlichen Haltbarkeits-Index der Stichprobe die
Wabhrscheinlichkeit flr die Konsumenten, dass sie durch den Entscheid des Industrie-Teppich-
Unternehmens nicht in den Genuss eines langlebigeren Teppich-Typs kommen, d.h. dass die
durchschnittliche Haltbarkeit des Teppichs nicht den von der F&E-Abteilung angegebenen Pa-
rametern des neu entwickelten Teppich-Typs entspricht?

207 siehe auch BOHLEY, 61996, S. 569 ff
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10 REGRESSION UND KORRELATION=s

In den beiden letzten Kapiteln tUber Stichprobentheorie und Stichprobenverteilung sowie Hypothe-
sentests ging es darum, Grundgesamtheitsparameter zu testen. Dabei ging es immer um eine Uber-
prufung einer einzigen Variablen. In diesem Kapitel verlagert sich der Fokus: In den folgenden Aus-
fihrungen wird der Zusammenhang zwischen zwei und mehr Variablen untersucht. Dabei be-
dient man sich einer mathematischen Gleichung, die es erlaubt, eine Variable aufgrund von
anderen zu schatzen.

Es geht also darum, statistisch einen Zusammenhang zwischen Ursache (X) und Wirkung (Y)
aufzuzeigen.

200Um 1885 untersuchte Francis Galton die Kérpergrosse aufeinanderfolgenden Generationen von
Menschen. Er konnte folgende zwei Feststellungen machen:

¢ Im Durchschnitt war die Kérpergrésse von erwachsenen Kindern grosser Eltern grésser als die
Korpergrosse von erwachsenen Kindern kleiner Eltern: der Zusammenhang der Durchschnitte
verhielten sich (mehr oder weniger) linear.

¢ Im Durchschnitt war die Kérpergrésse von erwachsenen Kindern grosser Eltern kleiner als ihre
Eltern, wahrend die Kdrpergrésse von erwachsenen Kindern kleiner Eltern grosser war als ihre
Eltern: die Kérpergréssen entwickeln sich zum Mittel hin zurlick219,

Galton zog eine Gerade durch seine Daten, welche die oben erwahnten Zusammenhange aufzeich-
neten2'!, und bezeichnete diese als 'regression line' bzw. Regressionsgerade.

Abb. 75: Galton's regress 'towards the mean'
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208 rggression and correlation
209 nach UPTON, COOK, 1996, 21997, S. 528f.
210 regress towards the mean
211 siehe UPTON, COOK, 1996, 21997, S. 528.
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10.1 Korrelations-Analyse

Mit der Korrelations-Analyse?'? bezeichnet man Methoden und Techniken, welche die 'Giite’
der Beziehung bzw. Zusammenhang von zwei Variablen misst.

Damit Gberhaupt ersichtlich ist, ob ein Zusammenhang besteht und wie gross dieser ist, bedient man
sich Streudiagrammen?'3. Dabei ist es liblich, dass auf der Abszisse (Horizontalen) - auch mit
'X' bezeichnet - die unabhéngige Variable aufgezeichnet wird und auf der Ordinate (Vertika-
len) - auch mit "Y' bezeichnet die abhangige Variable.

Folgende Streudiagramme?' zeigen beispielhaft verschiedene Korrelationen bzw. Zusammenhange
auf:

Abb. 76: Streudiagramme beispielhaft verschiedene Korrelationen

keine Korrelation leicht negative Korrelation
leicht positive Korrelation negative Korrelation
L - g =
e s
starkere positive Korrelation stark negative Korrelation

212 correlation analysis
213 gcatterplots
214 siehe auch MOORE, McCABE, 1989, 31999, S. 130.
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Die beiden folgenden Streudiagramme?'5 sollen anhand einer guten und einer weniger guten Korre-
lation den oben erwahnten Zusammenhang noch weiter verdeutlichen:

Abb. 77: Streudiagramme gute und weniger gute Korrelation

Y
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62

60
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54

90 X

66 -

10 20 30 40 50 60 70 80 90 X

Aus den beiden obenstehenden Darstellungen ist klar ersichtlich, dass die gute Korrelation darin
besteht, dass die durchschnittlichen vertikalen Absténde klein sind und bei der weniger guten Kor-
relation grosser.

215 siehe auch MOORE, McCABE, 1989, 31999, S. 146.
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10.2 Linearitatsannahme der Regressionsfunktion

Es ist in der Statistik liblich, dass die mathematische Gleichung eines Zusammenhangs von
zwei Variablen in Form eines linearen Zusammenhangs aufgezeigt wird. Wenn dies auch prima
vista nicht fur alle Falle zutreffend ist, kann doch gesagt werden, dass ein linearer Zusammenhang
wenigstens im relevanten Bereich2'® bzw. Betrachtungsintervall sinnvoll angewendet werden
kann. Auch in der Kostenrechnung stellt sich die gleiche Problematik, namlich dann wenn man das
Kostenverhalten in einen fixen und variablen Teil bezlglich eines Kostentreibers2'” aufspaltet. Auch
hier sind die Aussagen bezliglich dem fixen und variablen Teil nur im relevanten Bereich betriebs-
wirtschaftlich sinnvoll.2'® Dies bedeutet aber auch, dass es meist nicht sehr sinnvoll ist, die Regres-
sionsgerade ausserhalb dieses relevanten Bereiches zu verwenden, da dort meistens kein linearer
Zusammenhang mehr besteht!

Ein linearer Zusammenhang - auch Regressionsgerade bezeichnet - wird mathematisch wie
folgt definiert:

leao‘l'b'X

Y' steht fur den geschatzten Wert der abhangigen Y-Variable
bezlglich eines gewahlten X-Wertes

a, ist der Achsenabschnitt (intercept) der linearen Gleichung

bei einem X-Wert von Null

b ist die Steigung (slope) der linearen Gleichung,
d.h. wieviel sich durchschnittlich der geschatzte Wert von Y'
durch eine Veranderung einer Einheit von X verandert

X istjeder gewahlte Wert der unabhangen Variablen 'X'

Selbstverstandlich ist es moglich, auch nicht-lineare Regressions-Gleichungen zu verwenden. Dies
hangt allein vom inhaltlichen Sachverhalt ab. Empfehlenswert ist dabei, dass die gewahlte nicht-
lineare Gleichung 'linearisiert' wird, d.h. dass durch Transformation eine lineare Gleichung entsteht.
Dadurch wird es mdglich, die weiter untenstehenden Aussagen bezuglich der linearen Regression
auch fir diese 'Funktionstypen' zu verwenden. In der Folge seien beispielhaft ein paar solche Glei-
chungen aufgezeigt21®;

Funktionstyp 'linearisierte' Form *)
geometrische Funktion: Y =ap - X? |logY =log ap + b ‘ log X
Exponentialfunktion: Y = ap - b¥ log Y =log ap + (log b) - X
Exponentialfunktion: Y = ao - X INY=Ilnag+b X

*)'log' entspricht dem dekadischen Logarithmus mit der Basis 10; 'In' ent-
spricht dem natirlichen Logarithmus mit der Basis 'e'

216 rglevant range

217 cost driver

218 gjehe auch HORNGREN, FOSTER, DATAR, 1962, 21997, S. 29f.
219 in Anlehnung an BOHLEY, 91996, S. 219.
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10.3 Kennzahlen der Korrelation

Aufgrund der oben erwahnten Charakteristik der Korrelation bediente man sich der Kennzahlen
der Streuung bzw. der Standardabweichung und Varianz (siehe Kapitel 5.2.4 und 5.2.5), um
eine Kennzahl beziiglich der Korrelation zu 'kreieren'. Dabei begniigte man sich aber nicht mit einer
Kennzahl in absoluten Werten, da diese nicht gut verglichen werden kann, sondern 'erfand' eine
relative Kennzahl mit folgenden Eigenschaften:

¢ Sie kann die Werte zwischen minus Eins und plus Eins annehmen,

o Eine perfekte negative Korrelation weist den Wert '-1' auf, eine perfekte positive Korrela-
tion den Wert '+1°,

¢ Keine Korrelation wird durch den Wert '0' wiedergegeben, d.h. alle Werte in der Nahe von
Null kennzeichnen eine schwache Korrelation.

10.3.1 Korrelationskoeffizient

Der von den Statistikern August Bravais und Karl Pearson um ca. 1900 kreierte Korrelationskoef-
fizient220 weist alle oben aufgefihrte Eigenschaften auf und ist auch heute noch eine der bekann-
testen Kennzahlen liber die 'Giite' einer Korrelation.

Der Korrelationskoeffizient berechnet sich wie folgt:

. YIE-X) - (Y-D)] _ Covyy
YIX-X)2-X(Y-Y)2  Sx Sy

r steht fur den Korrelationskoeffizient

X ist der jeweilige X-Wert eines beobachteten Wertepaares
X ist das arithmetische Mittel aller X-Werte

Y ist der jeweilige Y-Wert eines beobachteten Wertepaares
Y ist das arithmetische Mittel aller Y-Werte

: 2| XX -X)?
Sy Standardabweichung der X-Werte bzw. sy = [—————
n—1

: 21X(Y-Y)?
Sy Standardabweichung der Y-Werte bzw. sy = =1

ZX-X) - (Y-V)]

n—1

covyy Kovarianz bzw. covyy =

Der Ausdruck des Zahlers ist der Kovarianz??' sehr dhnlich. Letztere berechnet sich wie oben auf-
geflihrt und gibt Auskunft dariiber, ob sich tendenziell mit der Anderung von 'X' auch 'Y' &ndert, bzw.
ob im Durchschnitt zu grosseren (kleineren) X-Werten gréssere (kleinere) Y-Werte gehoéren. Die
Kovarianz wird vor allem in den Bereichen des 'Corporate Finance' und im 'Portfolio Management'
verwendet. 222

220 coefficient of correlation
221 covariance
222 sjehe auch DEFUSCO, McLEAVEY, PINTO, RUNKLE, 2001, S. 366ff und S. 197ff.
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10.3.2 Hypothesentest beziiglich Korrelationskoeffizient

Auch wenn der berechnete Korrelationskoeffizient eine hohe Korrelation zwischen zwei Va-
riablen ausweist, stellt sich bei einer kleinen Anzahl von Beobachtungen sehr schnell die Frage,
ob die hohe Korrelation wirklich vorhanden oder ob sie lediglich zuféilligerweise entstanden
ist.

Zur Beantwortung dieser Frage bedient man sich eines speziellen Hypothesentests (siehe auch Ka-
pitel 9), der wie folgt aussieht:

Die Null-Hypothese und die Alternativ-Hypothese beziiglich Korrelationskoeffizient werden
dabei wie folgt formuliert:

Hy: p= 0 (Die Korrelation [p] in der Grundgesamtheit ist gleich Null)
Hy: p # 0 (Die Korrelation [p] in der Grundgesamtheit ist von Null verschieden)

Aufgrund der Formulierung der Alternativ-Hypothese kann geschlossen werden, dass es sich um
einen zweiseitigen Test handelt.

Die Test-Statistik bzw. Priifgrosse beziiglich des Korrelationskoeffizienten lautet wie folgt:

L _T-Vn- 2
o=
T steht fUr den Korrelationskoeffizient
n ist die Anzahl der Beobachtungen

(n - 2) ist die Anzahl der Freiheitsgrade

Falls die Test-Statistik innerhalb des kritischen t(..o-Wertes liegt, kann die Null-Hypothese nicht ab-
gelehnt werden, liegt sie ausserhalb, wird die Null-Hypothese abgelehnt und die Alternativ-Hypo-
these angenommen. Bei letzterem Fall ware statistisch 'bewiesen’, dass die Korrelation auch unter
Bericksichtigung eines Signifikanzniveaus von z.B. 5% von Null verschieden ist.

10.3.3 Determinationskoeffizient

Der oben erwahnte Korrelationskoeffizient zeigt aber noch nicht auf, wie gross der Anteil der Streu-
ung von Y durch die Regressionsgeraden 'bestimmt' oder 'erklart’ wird. Diese Eigenschaft zeigt erst
das Quadrat des Korrelationskoeffizienten auf, namlich der sogenannte Determinationskoeffizient223,

Der Determinationskoeffizient - auch Bestimmtheitsmass genannt - berechnet sich somit wie
folgt:

2

o [ ZIX-% - (D))
VIX-X)2-%(Y-Y)?

r? steht fir den Determinationskoeffizient und entspricht dem

Quadrat des Korrelationskoeffizienten

ist der jeweilige X-Wert eines beobachteten Wertepaares
ist das arithmetische Mittel aller X-Werte

ist der jeweilige Y-Wert eines beobachteten Wertepaares
ist das arithmetische Mittel aller Y-Werte

i< <K

223 coefficient of determination
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Die folgende Darstellung soll verdeutlichen, was der Determinationskoeffizient aussagt:

Abb. 78: Verdeutlichung Determinationskoeffizient

A

\

>
X
1 ) on2
2 ﬁ _erklarte Varianzyon,y 71 x(Y'-Y) s SSR L SSE
s Varianz Total,, y 1 (Y -7)? SST SST
n-1

wobei sp? =5,% + 5,2

SSR  (Sum of Squared Regressions)
ist die Quadratsumme der Regressionsabweichungen bzw. Z(Y’ -Y)?

SSE  (Sum of Squared Errors or residuals)
ist die Quadratsumme der Residuenabweichungen

(auch als € bezeichnet) bzw. E(Y -Y")?
SST  (Sum of Squared Totals) ist die Quadratsumme der
Total-Abweichungen bzw. E(Y -¥)?

Anhand des Determinationskoeffizienten kann ausgesagt werden, wieviel Prozent der Streu-

ung durch die Regression(sgeraden) ‘erklart’ ist und - anhand der Erganzung auf 1 bzw. 100%
- wieviel nicht 'erklart’ ist.

Aus den obigen Ausflihrungen wird klar, dass der Korrelationskoeffizient 'r' eine sehr gute Masszahl
fur die 'Glte' der Beziehung zwischen zwei Variablen darstellt. Wenn es aber darum geht, Gber den
Umfang der Korrelation etwas auszusagen, ist es korrekter den Determinationskoeffizienten - der
immer einen geringeren absoluten Wert (ausser bei +1 und -1) aufweist - zu verwenden.
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10.4 Praktisches Beispiel

Im folgenden Beispiel?2* wird die Berechnung des Korrelations- und Determinationskoeffizienten auf-
gezeigt. In einem Unternehmen mochte man den Zusammenhang zwischen der Anzahl Mitarbeiter,
die einen speziellen Artikel zusammensetzen, und der Anzahl produzierten Einheiten dieses spezi-
ellen Artikels herausfinden. In einem Experiment wurden zuerst zwei Mitarbeiter zu einem Team
vereint und ihnen aufgetragen, mdglichst viele dieser speziellen Artikel zusammen herzustellen.
Wahrend einer Stunde produzierten sie 9 Einheiten. Um den Zusammenhang 'statistisch' zu begrin-
den, wurden weitere Teams mit unterschiedlicher Anzahl Team-Mitglieder und dem gleichen Auftrag
zusammengestellt.

Die folgende Tabelle zeigt das Resultat der durchgefiihrten Experimente:

Abb. 79: Tabelle Zusammenhang Anzahl Team-Mitglieder und Anzahl produzierte Einheiten

Anzahl Team- Anzahl produzierte
Mitglieder Einheiten pro Stunde
(unabhangige (abhangige
Variable 'X') Variable 'Y")

9
16
5
22
18

[CSINS) BEE N SN V)

Zuerst wird ein Streudiagramm gezeichnet und anhand des Diagramms begrlindet, ob es so aus-
sieht, wie wenn ein Zusammenhang zwischen der Anzahl Team-Mitglieder und der Anzahl produ-
zierten Einheiten pro Stunde besteht oder nicht. Anschliessend wird der Korrelationskoeffizient be-
rechnet und anhand des Determinationskoeffizienten eine Aussage Uber die 'Starke' des Zusam-
menhangs gemacht. Zudem wird ein Test beziglich des Korrelationskoeffizienten mit einem Signifi-
kanzniveau von 5% durchgeflhrt.

Abb. 80: Streudiagramm Anzahl Team-Mitglieder und Anzahl produzierte Einheiten

Streudiagramm

25
*

g 20 +
s .
£ .
28 15 T
53
gw
- 9 10 1+
Es .
=
R
%7 .

0 I I I I I

0 1 2 3 4 5 6

Anzahl Team-Mitglieder

224 siehe auch MASON, LIND, MARCHAL, 1967, 192000, S. 432.
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Das oben aufgeflihrte Streudiagramm zeigt einen grundsatzlich positiven Zusammenhang zwischen
der Anzahl Team-Mitglieder und der Anzahl produzierten Einheiten pro Stunde.

Abb. 81: Tabelle Berechnungen 'r' 'r* und Prufqrésse von 'r'

X v (X-X)  (Y-9) [(x-X)(v-9)] (x-X)"  (Y-¥)

2 9 A 5 5 1 25

4 16 1 2 1 4

1 5 2 9 18 4 81

5 22 2 8 16 4 64

3 18 0 4 0 0 16
X= 3 Y=14 3= 41 2=10  2=190

SR ]
g/Z(x-i)z-z(Y-?)z J10-190

= 0.9406

r’ =0.9406° = 0.8847 bzw. rund 88.5% der Streuung wird durch die Regression erklart

f eI n-2 _ 0.9406-45-2 — 4798

ta "o J1-0.8847

Der kritische t,-Wert betragt laut T-Verteilungstabelle bei einem Signifikanzniveau von 5%: 3.182

Die Test-Statistik bzw. Prifgrosse liegt ausserhalb des kritischen tn-2-Wertes, wodurch die Null-
Hypothese abgelehnt und die Alternativ-Hypothese angenommen wird. Deshalb kann gesagt wer-
den, dass die Korrelation auch unter Bertcksichtigung eines Signifikanzniveaus von 5% von Null
verschieden ist.

10.5 Ursache-Wirkungs-Zusammenhang - kritische Hinterfragungz>

Wenn eine hohe Korrelation von zwei Variablen festgestellt wird, ist man leicht geneigt auszusagen,
dass eine Erhéhung oder eine Verringerung der Variablen 'X' eine entsprechende Veranderung der
Variablen "Y' 'verursacht'. Z.B. kann gezeigt werden, dass der Konsum an Erdnissen in Georgia
(USA) eine hohe Korrelation mit dem Konsum an Aspirin aufweist. Dies bedeutet aber noch nicht,
dass eine Erhdhung des Konsums an Erdnissen in Georgia (USA) durch eine Erhéhung des Kon-
sums an Aspirin 'verursacht' wird. Eine solche 'Beziehung' wird auch unechte Korrelation??® ge-
nannt. Weitere Beispiele fir unechte Korrelationen sind z.B. das Einkommen von Professoren an
USA-Universitaten und die Anzahl Patienten in USA-Heilanstalten sowie die negative Korrelation
der Affenbestande in den USA und die Anzahl der verliehenen Doktordiplome in den USA.

Die einzige Aussage, die gemacht werden kann, wenn zwei Variable eine starke Korrelation aufwei-
sen, ist, dass eine starke 'Beziehung' zwischen den beiden Variablen besteht, nicht aber dass sie
auch ein Ursache-Wirkungs-Zusammenhang aufweisen. Letzterer ist allein durch eine 6kono-
misch logische Interpretation méglich, nicht aber durch statistische Kennzahlen.

225 in Anlehnung an MASON, LIND, MARCHAL, 1967, 192000, S. 431.
226 gpurious correlation
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10.6 Regressions-Analyse

Um den Zusammenhang bzw. die Beziehung zwischen der unabhangigen Variablen 'X' und der
abhangigen Variablen 'Y' zu beschreiben, bedient man sich der Technik der Regressions-Ana-
lyse?’ bei welcher mathematisch eine lineare Gleichung herangezogen wird (siehe Kapitel 10.2).
Aufgrund dieser linearen Gleichung ist es auch moglich, 'Prognosen’ fiir die abhdngige Vari-
able 'Y™" aufgrund eines gewahlten X-Wertes (X*)zu machen.

10.6.1 Methode der kleinsten Quadrate

Im Gegensatz zu einer Freihandzeichnung einer Geraden durch die beobachteten Werte weist die
Methode der kleinsten Quadrate?® eine klare Berechnungsgrundlage auf. Bei der Methode der
kleinsten Quadrate werden die vertikalen Abstandsquadrate zwischen den beobachteten
Werten und den diesbeziiglichen Werten auf der Regressionsgeraden bzw. die Residuenab-
weichungen '&' minimiert.

Neben der Freihandzeichnung gibt es auch noch andere Methoden zur Bestimmung einer linearen
Gleichung, die aber allesamt nicht sonderlich mathematisch fundiert sind. Zwei der bekanntesten
Methoden werden kurz erlautert:

e Schichtkostenverfahren bzw. Minimax- oder Extremwert-Methode22: Bei dieser Methode wird
die Steigung aufgrund des minimalen und maximalen X-Wertes (bzw. des diesbezuglichen Y-
Wertes) ermittelt. Anschliessend wird der Achsenabschnitt von einem dieser beiden Punkte
'rickwarts' gerechnet.

e Mittelwertmethode: Bei dieser Methode werden die aufsteigend sortierten X-Werte (bzw. die
diesbezlglichen Y-Werte) in eine obere und untere Halfte aufgeteilt. Fir beide Halften wird so-
wohl das arithmetische Mittel der jeweiligen X-Werte und Y-Werte ermittelt. Anschliessend wer-
den die beiden arithmetischen Mittel (jeweils ein X- und Y-Wert) miteinander verbunden. Daraus
kann sowohl die Steigung als auch der Achsenabschnitt ermittelt werden.

Die folgende Darstellung soll die Methode der kleinsten Quadrate illustrieren.

Abb. 82: lllustration Methode der kleinsten Quadrate

A Y’=ao+b'X

S

227 regression analysis
228 |east squares method
229 high-low method
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Der Nachteil dieser Methode besteht darin, dass sogenannte 'Ausreisser'2®0 durch die Quadrierung
ein Uberproportionales 'Gewicht' bei der Berechnung erhalten. Aus diesem Grund ist es in den meis-
ten Statistik-Software-Paketen mdglich, dass gewisse 'grosse' Ausreisser aus der Berechnung aus-
geschlossen werden kdnnen.

Wichtig zu erwahnen ist auch, dass die Gerade nach der Methode der kleinsten Quadrate durch
das arithmetische Mittel der X-Werte und das arithmetische Mittel der Y-Werte verlauft.

Die Funktion der Geraden sieht wie folgt aus und die beiden Parameter, namlich der Achsen-
abschnitt?*! 'a,’ und die Steigung?*? 'b', werden nach der Methode der kleinsten Quadrate wie
folgt berechnet:

Y'=a0+b'X

Y' steht fur den geschatzten Wert der abhangigen Y-Variable

bezlglich eines gewahlten X-Wertes
ay ist der Achsenabschnitt der linearen Gleichung bei einem X-Wert von Null
b istdie Steigung der linearen Gleichung - Regressionskoeffizient

(regression coefficient) genannt,

d.h. wieviel sich durchschnittlich der geschatzte Wert von Y'

durch eine Veranderung einer Einheit von X verandert
X istjeder gewahlte Wert der unabhangen Variablen 'X'

YIX-X)-(Y-V)]  covgy
Y(X-X)? sy?

X steht fur das arithmetische Mittel der X-Werte
Y steht fur das arithmetische Mittel der Y-Werte

Die Regressionsgeraden nach der Methode der kleinsten Quadrate wirde fir das in Kapitel 10.4
aufgefiihrte 'praktische Beispiel' folgende Parameter aufweisen:

230 outliers
231 intercept
232 glope
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Abb. 83: Tabelle Berechnung 'b’, 'a¢’ und geschatzte Y'-Werte

X Y X-X)  (¥-9) [X-%)-(Y-Dx-%)°

2 9 1 5 5 1

4 16 1 2 1

1 5 2 9 18 4

5 22 2 8 1 4

3 18 0 4 0
X= 3 Y= 14 Y= 41 ) =10

po ZlX-X)-(Y-V)] _41_
Z(X-X)z 10

a,=Y-b-X=14-41-3=17

Die Regressiongerade wiirde also wie folgt lauten:

Y=a,+b-X =2Y=17+41-X

Fir die X-Werte ergabe dies aufgrund der Regressionsgeraden folgende, geschatzte Y'-Werte:

X Y'
2 9.9
4 18.1
1 5.8
5 22.2
3 14

10.6.2 Standardfehler der Schatzung

Da die 'wahren' Y-Werte kaum je den 'geschatzten' Y'-Werten entsprechen, d.h. da die beobachte-
ten Y-Werte kaum je auf der Regressionsgeraden zu liegen kommen, ergibt sich ein 'Fehler
der Schatzung'. Anders ausgedriickt: es gabe keinen 'Fehler der Schatzung' wenn die Regressi-
onsgerade genau durch die beobachteten Y-Wert verlaufen wirde.

Da normalerweise aber stets ein 'Fehler der Schatzung' vorhanden ist, bendétigt man eine Kennzahl,
die aussagt, wie gross (bzw. klein) dieser 'Fehler der Schatzung' ist. In Anlehnung an das Streu-
ungsmass 'Standardabweichung' wird diese Kennzahl auch als 'Standardfehler der Schatzung'2?
bezeichnet und wie folgt berechnet:

,' n-2

233 standard error of estimate bzw. SEE
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Der Standardfehler der Schatzung gleicht sehr stark der Berechnung der Standardabweichung einer
Stichprobe. Der Unterschied besteht darin, dass der Standardfehler der Schitzung die (durch-
schnittliche) Streuung um die Regressionsgeraden misst. Da die Regressionsgerade zwei Pa-
rameter, ndmlich 'ap' und 'b' aufweist und diese grundsatzlich nicht bekannt sind, wird im Nenner
durch 'n - 2' dividiert. Bei der multiplen Regressions-Analyse (siehe Kapitel 10.7) ist der Nenner nicht
'n-2', sondern 'n-k-1', wobei 'k' der Anzahl Regressionskoeffizienten entspricht.

Anhand dieser Kennzahl ist es z.B. méglich, die 'Gute' bzw. die Anpassungsgenauigkeit von ver-
schiedenen Regressionsgeraden miteinander zu vergleichen. Ein kleiner Standardfehler der Schat-
zung bedeutet, dass die aktuellen Werte Nahe bei der Regressionsgeraden liegen, ein grosser Stan-
dardfehler der Schatzung weist auf eine schlechte 'Anpassung' hin. Zudem benétigt man den Stan-
dardfehler der Schatzung auch fir die Berechnung des Vertrauensintervalls der Parameter der Re-
gressionsgeraden sowie das Prognose-Intervall (siehe Kapitel 10.6.5).

10.6.3 Weitere Annahmen der linearen Regressionsfunktion

Da hier keine mathematischen Herleitungen aufgefiihrt wurden, seien die bei der linearen Regres-
sion unterstellten Annahmen wenigstens verbal aufgefuhrt:

o Fir jeden X-Wert gibt es eine Gruppe von Y-Werten, die allesamt normalverteilt sind,

¢ Die arithmetischen Mittel dieser normalverteilten Y-Werte liegen auf der Regressionsge-
raden,

e Die Standardabweichungen der normalverteilten Y-Werte sind alle gleich gross,

e Die Y-Werte sind unabhangig voneinander, d.h. es gibt keine Abhangigkeit unter den Y-Wer-
ten.

10.6.4 Drei wichtige Tests bezuglich der untersteliten Annahmen

Aufgrund der Linearitats-Annahme (siehe Kapitel 10.2) und den weiteren Annahmen (siehe Kapitel
10.6.3) sind im Wesentlichen drei 'Uberprifungen' bzw. Tests vorzunehmen, um sicherzustellen,
dass die gewahlte lineare Regressionsfunktion modell-theoretisch auch angewendet werden darf.

Linearitat+

Anhand der Aufzeichnung der unabhangigen Variablen 'X' und der abhangigen Variablen 'Y" in ei-
nem Streudiagramm2% ist ersichtlich, ob der Zusammenhang bzw. die Beziehung linear ist oder
‘exponentiell'. Liegt ein 'exponentieller' Zusammenhang vor, sind die 'Y'-Werte zu logarithmie-
ren (meist wird der natiirliche Logarithmus angewendet). Dadurch erreicht man, dass sich
der Zusammenhang bzw. die Beziehung - hun mit den logarithmierten 'Y' - Werten - linear
verhalt. Erst dadurch wird sichergestellt, dass modell-theoretisch die hier aufgeflihrte Regressions-
Analyse Uberhaupt durchgeflihrt werden kann.

Heteroskedastizitat:

Bedingte Heteroskedastizitat besteht dann, wenn die Residuenabweichungen bzw. (Y - Y")ent-
lang der unabhédngigen Variablen 'X' systematisch grosser oder kleiner werden. Dies stellt
deshalb ein Problem dar, da dadurch die weiter unten aufgefihrten Parameter-Tests nicht mehr
'statistisch' schliissig vorgenommen werden kdnnen. Falls diese bedingte Heteroskedastizitat vor-
handen ist, mussen 'Korrekturen'?” vorgenommen werden.

Am einfachsten wird dieser Test via ein Streudiagramm238 der 'X'-Werte und der Residuenabwei-
chungen bzw. (Y - Y')-Werte vorgenommen. Falls die Streuung der Residuenabweichungen entlang
der X-Achse systematisch zu oder abnimmt, besteht bedingte Heteroskedastizitat.

234 siehe auch Kapitel 10.2

235 gcatterplot

236 heteroscedasticity

237 siehe dazu die Ausfihrungen z.B. bei DEFUSCO, McLEAVEY, PINTO, RUNKLE, 2001, S. 445ff.
238 gcatterplot
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Autokorrelation2®

Autokorrelation besteht dann, wenn die Residuen untereinander korrelieren bzw. die beo-
bachteten 'Y'-Werte einen Zusammenhang bzw. Abhédngigkeit untereinander aufweisen. Dies
zeigt sich darin, dass sich die beobachteten "Y'-Werte Gber mehrere aufeinanderfolgende 'X'-Werte
konsistent Uber oder unter der linearen Regressionsfunktion befinden. Beim Vorliegen einer Auto-
korrelation entsteht das Problem, dass die berechneten Test-Statistiken bzw. Prifgrossen beziglich
des 'wahren' Achsenabschnitts 'a,' bzw. der 'wahren' Steigung 'B' (der Grundgesamtheit) (siehe Ka-
pitel 10.6.6) entweder zu gross (positive Autokorrelation) oder zu klein (negative Autokorrelation)
ausgewiesen werden. Dadurch ist es nicht mehr mdéglich, die 'Gute' der linearen Regression - ohne
entsprechende 'Korrekturen'240 - zu Uiberprifen. Eine andere 'Lésung' des Problems kann auch darin
bestehen, dass ein anderes Modell (z.B. das in Kapitel 11.2 erklarte ARIMA-Modell) verwendet wird.

Der bekannteste Test bezuglich Autokorrelation ist der sogenannte 'Durbin-Watson-Statistik', die
wie folgt definiert ist:

_ (e - 5t—1)2
bW = A

&  Residuenabweichungen bzw. (Y - Y')

Folgende Faustregel kann bezuglich der Durbin-Watson-Statistik aufgestellt werden: Wenn die Test-
grosse zwischen ca. 1.5 und 2.5 liegt, besteht keine wesentliche positive Autokorrelation (gar keine
bei 2); liegt sie unter 1.5, dann liegt positive Autokorrelation vor, liegt sie Gber 2.5, dann liegt negative
Autokorrelation vor. Zur Ermittlung der genauen 'Grenzwerte' gibt es entsprechende Tabellen, die
fur 'n" und 'k' die dazugehdrigen Durbin-Watson - Werte angeben.

10.6.5 Vertrauensintervall der Parameter der Regressionsgeraden sowie
Prognose-intervall

Da praktisch jede Regressionsgerade einen Standardfehler der Schatzung aufweist (siehe Ka-
pitel 10.6.2), sind folglich die beiden (geschatzten) Parameter, namlich a; und b, nicht ‘genaue’
Parameter. Wie in den unterstellten Annahmen der linearen Regression bereits erwahnt wurde
(siehe Kapitel 10.6.3), liegen die arithmetischen Mittel der normalverteilten Y-Werte auf der Regres-
sionsgeraden. Aus diesem Grund kann auch gesagt werden, dass die beiden (geschatzten) Para-
meter nur den arithmetischen Mitteln der effektiv normalverteilten Parameter der Grundge-
samtheit, d.h. @y, und g, entsprechen.

Die folgende Darstellung soll die oben gemachten Aussagen visuell verdeutlichen:

Abb. 84: lllustration Regressionsgerade und Standardfehler der Schatzung

239 gerial correlation
240 siehe dazu die Ausfihrungen z.B. bei DEFUSCO, McLEAVEY, PINTO, RUNKLE, 2001, S. 450ff.
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Aufgrund dieser Uberlegungen ist es nun auch klar, dass - unter Zuhilfenahme der in Kapitel 8.4
gemachten Ausfuihrungen - fir die beiden Parameter der Grundgesamtheit, d.h. ¢, und g, ein
Konfidenz- bzw. Vertrauensintervall zu berechnen ist.

Das Vertrauensintervall des 'wahren' Achsenabschnitts 'a,' (der Grundgesamtheit) berechnet
sich wie folgt:

X2
Qg = Q4o it(n—z) -SEE - m

ay steht fur den 'wahren' Achsenabschnitt (der Grundgesamtheit)
X steht flr das arithmetische Mittel der X-Werte

. : XY -Y)?
SEE steht den Standardfehler der Schatzung bzw. ist gleich I —

tm-2) ist der kritische, dem verlangten Signifikanzniveau
entsprechende t-Wert bei (n - 2) Freiheitsgraden

Das Vertrauensintervall der 'wahren' Steigung 'B' (der Grundgesamtheit) berechnet sich wie
folgt:

SEE

ﬂ = b i t )T/
" X

B steht flir die 'wahren' Steigung (der Grundgesamtheit)

X steht fir das arithmetische Mittel der X-Werte

; : XY -Y)?
SEE steht den Standardfehler der Schatzung bzw. ist gleich B —

t(n-2) istder kritische, dem verlangten Signifikanzniveau
entsprechende t-Wert bei (n - 2) Freiheitsgraden

Aus den oben erwahnten Ausflihrungen ist auch ohne gréssere Schwierigkeit ersichtlich, dass auch
fur die Prognose-Werte ein Vertrauensintervall angegeben werden kann.

Das Vertrauensintervall fiir die 'wahre' Einzel-Prognose Y* (bei gegebenem X*) berechnet sich
wie folgt:

YE = Y+t SEE- |14 L4 &%
e n I(X-X)?
Y*  steht fUr den 'wahren' Prognosewert (der Grundgesamtheit)
bei gegebenem X*
Y™* ist der Prognosewert (bei gegebenem X*) gemdss den
Parametern a, und b

X* istder fUr die Prognose gegebene X-Wert

, . XY -Y)?
SEE steht den Standardfehler der Schatzung bzw. ist gleich 0

t(n—2) istder kritische, dem verlangten Signifikanzniveau
entsprechende t-Wert bei (n - 2) Freiheitsgraden
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Soll lediglich das Vertrauensintervall fir die 'wahre' durchschnittliche Prognose Y* (bei gegebenem
X*) berechnet werden, kann die '1" unter dem grossen Wurzelausdruck weggelassen werden. An-
genommen, das Kostenverhalten einer Kostenstelle sei anhand einer Regressionsgeraden mit der
unabhangigen Variablen 'Maschinenstunden' bestimmt worden. Die Kostenstellenkosten (bzw. de-
ren Prognose-Intervall) kénnen nun einerseits fir ein Einzelereignis (Einzelprognose) bei gegebe-
nen Maschinenstunden X* oder fur den Durchschnitt der Ereignisse (durchschnittliche Prognose)
bei gegebenen Maschinenstunden X* bestimmt werden. Anders ausgedruckt, die Einzelprognose
gibt ein Vertrauensintervall fir einen konkreten Fall bei gegebenem X*, die durchschnittliche Prog-
nose das Vertrauensintervall fiir den Durchschnitt aller Falle bei gegebenem X* an. Logischerweise
ist das Vertrauensintervall fur die durchschnittliche Prognose kleiner als dasjenige fur die Einzel-
prognose. 2

10.6.6 Hypothesentest beziiglich dem 'wahren’' Achsenabschnitt bzw. der
'wahren' Steigung (der Grundgesamtheit)

Unter der Verwendung der gleichen Vorgehensweise wie in Kapitel 9 kann nun auch fiir den 'wahren’
Achsenabschnitt 'a,' bzw. der 'wahren' Steigung '8' (der Grundgesamtheit) ein Hypothesentest
durchgefihrt werden. Die Null-Hypothese lautet dabei immer, dass a, bzw. S gleich Null ist. Die
Alternativ-Hypothese lautet entsprechend, dass «a, bzw. § ungleich Null ist. Damit ist auch klar, dass
es sich hier um einen zweiseitigen Test handelt. Wird die Null-Hypothese verworfen bzw. die Alter-
nativ-Hypothese angenommen, d.h. wenn die berechnete standardisierte Test-Statistik bzw. Prif-
grosse grosser als der kritische Wert ist, kann ausgesagt werden, dass der berechnete Achsenab-
schnitt bzw. die Steigung nicht rein zufallig entstanden sind, d.h. sich also signifikant von Null unter-
scheiden.

Die Test-Statistiken bzw. Priifgrossen beziiglich des 'wahren' Achsenabschnitts 'a,' bzw. der
'wahren' Steigung 'B' (der Grundgesamtheit) lauten wie folgt:

Qo

/ X2
SEE - |-~ 352

. b
fUT ﬁ: t(n-Z)* = T

L(X-X)?

fur Qp: t(n—Z)* =

steht fur den 'wahren' Achsenabschnitt (der Grundgesamtheit)

o steht flr den 'geschatzten' Achsenabschnitt der Regressionsgeraden
steht fUr die 'wahren’ Steigung (der Grundgesamtheit)

steht fUr die 'geschatzte' Steigung der Regressionsgeraden

steht fUr das arithmetische Mittel der X-Werte

) : XY -Y)?
SEE steht den Standardfehler der Schatzung bzw. ist gleich I —

tn—2)* steht fUr die standardisiert PrlfgrOsse bzw. Test-Statistik
bezlglich T-Verteilung bei (n - 2) Freiheitsgraden

K
<)

IO ™

241 siehe auch BERENSON, LEVINE, 1986, 71999, S. 773ff.
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Bei Statistik-Software-Paketen wird der jeweilige Wert des ganzen Nenners in den obigen Formeln
normalerweise in einer Spalte nach den geschatzten Parameter-Angaben unter dem Begriff 'Stan-
dardfehler'?2 angegeben. In einer weiteren Spalte findet man meistens auch die standardisierte
Prifgrosse bzw. Test-Statistik, d.h. der jeweilige Wert der obigen Formeln, unter dem Begriff 't-Sta-
tistik' (t). In einer weiteren Spalte wird normalerweise auch noch der p-Wert (siehe Kapitel 9.6) unter
dem Begriff 'p-Wert'243 angegeben, der angibt, wie gross bzw. klein die Wahrscheinlichkeit ist, dass
die Null-Hypothese in jedem Fall angenommen wirde, bzw. wo das Signifikanzniveau festgelegt
werden misste, dass der Entscheid zugunsten der Null-Hypothese ausfallen wirde.

Generell kann ausgesagt werden, dass wenn die Regressionsparameter sich signifikant von Null
unterscheiden sollen, die 't-Statistik' moglichst gross und der p-Wert mdglichst klein ausfallen sollten.

10.6.7 Erweiterung des praktischen Beispiels

Aufbauend auf das 'praktische Beispiel' von Kapitel 10.4 werden weiter unten die ab Kapitel 10.6.2
bis Kapitel 10.6.6 aufgefuhrten 'Kennzahlen' berechnet. Dabei wird ein Signifikanzniveau von 95%
unterstellt.

Abb. 85: Tabelle Berechnung SEE, Priifgrosse 'ao' und 'B' sowie Vertrauensintervall 'Y"'

j— —\2
X bzw. X* Y Yibzw. Y= (Y-YY) X2 (x- x)2 (x*-X)
2 9 9.9 0.81 4 1 1
4 16 18.1 4.41 16 1 1
1 5 58 0.64 1 4 4
5 22 222 0.04 25 4 4
3 18 14 16 9 0 0
X= 3 Y= 14 >=219 2=5  2>=10 2,= 10

Y -Y')
SEE = 2 ) = /21'9 =2.702
n-2 5.2

XZ
a, = a, £t__ -SEE- Z— =1.7 +£3.182-2.702- i =
0 0 (n-2) n-Z(X—)_()Z 5.10

1.7 £ 902 = -732 < o, < 1072

B = b it(n72) iz = 41 + 31822702 _
> (X-X) J10
= 41 + 272 = 138 < B < 6.82

Y*

Tk 1
Y +t(n2)-SEE-\/1+ — o+

nooY(x-X)

242 gstandard error
243 p oder significance
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unteres Vertrauensintervalloberes Vertrauensintervall

Xbzw. X* Y' bzw. Y™ von Y* bei 5% Sig.niveau von Y* bei 5% Sig.niveau
2 9.9 0.10 19.70
4 18.1 8.30 27.90
1 5.8 -5.08 16.68
5 222 11.32 33.08
3 14 4.58 23.42
.. ) . a _ 1.7 _
firog: to,*= i = = 0.600

2.702. | 2>
5-10

SEE- —
n-y(X-X)
- . b _ 41
fr B t,"= —sgg—— = 5995 - 4798
Z(X-)_()z J10

Der kritische t-Wert (bei (n-2)-Freiheitsgraden (=3) und Signifikanzniveau von 5%) ist 3.182,
wodurch die Null-Hypothese von a, angenommen und von 3 verworfen wird.

In der folgenden grafischen Darstellung soll verdeutlicht werden, dass die Vertrauensintervallgren-
zen flr die 'wahre' Prognose Y* (bei gegebenem X*) mit zunehmender Distanz vom arithmetischen
Mittel der beobachteten X- und Y-Werte (d.h. hier 3 und 14) immer weiter auseinanderklaffen. Dies
ist darauf zurtickzufiihren, dass der Prognosewert Y' mit zunehmender Distanz vom 'Schwerpunkt'
der beobachteten Werte immer weniger genau bestimmt werden kann.

Abb. 86: Vertrauensintervallgrenze fiir die 'wahre' Prognose Y*

Vertrauensintervallgrenzen fiir die 'wahre' Prognose Y*
(bei gegebenem X*) - Signifikanzniveau 5%

(Y** bzw. Y*)
- N
o1 O

Anzahl produziete Einheiten pro Stunde

Anzahl Team-Mitglieder (X bzw. X*)

untere Grenze obere Grenze e=mmRegressionsgerade
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10.7 Multiple Regressions-Analyse

Bis jetzt wurde davon ausgegangen, dass lediglich ein Zusammenhang zwischen zwei Variablen
vorhanden ist, d.h. dass die abhangige Variable 'Y' lediglich von einer unabhangigen Variablen 'X'
bestimmt bzw. beeinflusst wird. Meist ist es aber so, dass nicht nur eine, sondern mehrere unab-
hdngige Variable die abhidngige Variable beeinflussen. Z.B. weist haufig ein kleiner Korrelations-
koeffizient darauf hin, dass noch andere Einflussfaktoren bzw. Variablen einen Einfluss auf die ab-
hangige Variable "Y' haben. Fur diesen Fall bedient man sich der sogenannten multiplen Regres-
sions-Analyse. Dabei wird von der Linearitdtsannahme nicht weggegangen, sondern diese wird auf
alle abhangigen Variablen ausgedehnt.

Die multiple Regressionsgerade wird mathematisch wie folgt definiert:
Y':ao + bl‘X1+ bz ‘Xz e T+ bk'Xk

Y' steht fur den geschatzten Wert der abhangigen Y-Variable
bezuglich der gewahlten X-Werte [X;, X, ... X ]
ay ist der Achsenabschnitt der linearen Gleichung, wenn
alle X-Werte gleich Null sind
b1, b, ... by istdie jeweilige Steigung - auch Regressionskoeffizienten
genannt, d.h. wieviel sich durch schnittlich der geschatzte
Wert von Y' durch eine Veranderung lediglich
einer Einheit von X; bzw. X, bzw. ... X; verandert
X1, X5 ... Xy istjeder gewahlte Wert der unabhangigen
Variablen 'X;' bzw. 'X,"' bzw. ... X'

Wie bei der linearen Regressionsfunktion geht dieses multiple 'Modell' von ein paar wesentlichen
Annahmen aus (siehe Kapitel 10.6.4). Falls diese Annahmen (wie z.B. keine bedingte Heteroskeda-
stizitat und keine Autokorrelation) 'verletzt' werden, ist auch die 'Gite' der multiplen Regression 'ge-
fahrdet'. Was flr diesbezlgliche 'Tests' durchgeflihrt werden missen, was fur Auswirkungen entste-
hen und welche 'Korrekturen' vorgenommen werden missen, wenn diese Annahmen verletzt wer-
den, werden hier nicht speziell behandelt2+4,

Zusatzlich zu den Annahmen keine bedingte Heteroskedastizitat und keine Autokorrelation kommt
bei der multiplen Regressionsgeraden noch die Annahme der nichtvorhandenen Multikollineariat
hinzu:

Multikollinearitat?*> besteht dann, wenn eine hohe Korrelation zwischen zwei oder mehreren
Regressionskoeffizienten2:¢ besteht. Man kénnte hier auch von einer 'Uberspezifizierung' der Re-
gression sprechen. Ein typischer Hinweis fiir Multikollinearitat besteht dann, wenn die einzelnen t-
Test-Statistiken der Regressionskoeffizienten unter dem kritischen Wert sind (also keine signifikante
Unterscheidung von Null aufweisen), die F-Test-Statistik fur das ganze Modell aber einen signifikan-
ten Wert aufweist bzw. sehr gross ist. Ein weiterer Hinweis fir Multikollineariat besteht dann, wenn
sich die Vorzeichen der Regressionskoeffizienten gegenuber der logischen Erwartung entgegenge-
setzt verhalten. - Falls Multikollineariat vorhanden ist, sind die 'Uberspezifizierenden' Regressions-
koeffizienten aus dem Modell zu entfernen. Z.B. Einzellohnstunden bei einer halb-automatisierten
Produktionskostenstelle, deren Kostenverhalten zuerst anhand einer multiplen Regression von so-
wohl Maschinenstunden als auch Einzellohnstunden geschatzt wurde.

244 sjiehe z.B. bei DEFUSCO, McLEAVEY, PINTO, RUNKLE, 2001, S. 445ff.
245 multicollinearity
248 regression coefficient
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Wie leicht zu sehen ist, sind solche multiplen Regressionen rechnerisch sehr aufwendig, weshalb
diese nur noch mit 'Rechner' erstellt werden. Wichtig in diesem Zusammenhang ist aber, dass alle
bis dato aufgefiihrte Uberlegungen bzw. 'Kennzahlen' der Regression weiterhin ihre Giiltigkeit ha-
ben: grundsatzlich hat sich gegentber der einfachen Regression nichts geandert, nur die Anzahl der
'Dimensionen' wurde erweitert. Aus diesem Grund sind auch die Anzahl Freiheitsgrade kleiner als
bei der einfachen Regression, namlich 'n-k-1'. Dabei entspricht 'k' der Anzahl der Regressionskoef-
fizienten by, b, ... by bzw. B4, B, ... Bi. Die '-1' ergibt sich aus dem zu schatzenden bzw. nicht bekann-
ten a, bzw. a, der Grundgesamtheit.

Zur lllustration einer méglichen multiplen Regression sei das untenstehende Beispiel?*” aufgeflihrt:

Ein Immobilienhandler méchte den Kaufern in etwa sagen kénnen, wie gross die zu erwartenden
Heizkosten sind. Deshalb hat er nach Studium diverser bautechnischer Untersuchungen folgende
drei diesbezlgliche Einflussfaktoren bestimmt, namlich die durchschnittliche Aussentemperatur, die
Dicke der Dachisolation sowie das Alter der Heizanlage. Fir die letzten flinfzehn verkauften Hauser
ergab dies folgendes Datenmaterial:

Abb. 87: Zusammenhang Heizkosten und drei Einflussfaktoren

Heizkosten | Durchschnittliche Dicke der Alter der Heiz-
Haus| in CHF | Aussentemperatur | Dachisolation |anlage in Jahren
in °C in cm

1 755.00 2.00 8.00 6
2 1090.00 -2.00 10.00 10
3 498.00 2.00 18.00 3
4 130.00 16.00 15.00 8
5 278.00 18.00 13.00 6
6 604.00 -1.00 13.00 5
7 1072.00 -12.00 15.00 7
8 876.00 -14.00 25.00 10
9 695.00 -6.00 23.00 11
10 362.00 14.00 5.00 5
11 220.00 12.00 30.00 4
12 619.00 9.00 13.00 1

13 1208.00 -7.00 12.00 15
14 966.00 4.00 10.00 7
15 217.00 16.00 20.00 6

247 siehe auch MASON, LIND, MARCHAL, 1967, 92000, S. 468ff. sowie SIEGEL, #2000, S. 470ff. und DEFUSCO,
MCcLEAVEY, PINTO, RUNKLE, 2001, S. 429ff.
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Aufgrund der oben angegebenen Daten wurde anhand einer Statistik-Software folgende Auswertun-
gen ermittelt:

Abb. 88: Auswertung Regressions-Statistik und Varianz-Analyse Heizkosten 3 Einflussfaktoren

[ Regressions-Statistik |

Multipler Korrelationskoeffizient 0.9213
Determinationskoeffizient 0.8489
Adjustierter Determinationskoeffizient 0.8076
Standardfehler 'SEE' 154.4297
Beobachtungen 15

| Varianz-Analyse (analysis of variance bzw. ANOVA)
Frelhe/tsgrade (df) Quadratsummen (SS) Mittlere Quadratsumme (MS) Priifgrésse (F) F krit

Regression 'R’ 1'473'287.33 491°095.78 20.592 0.000
Residuen 'E’ 1 1 262'334.00 23'848.55
Total 'T' 14 1'735'621.33
Koeffizienten Standardfehler t-Statistik P-Wert
Konstante bzw. Achsenabschnitt 934.998 152.397 6.135 0.000
X Variable 1 bzw. Regressionskoeffizient 'Aussentemperatur’ -27.195 4.674 -5.818 0.000
X Variable 2 bzw. Regressionskoeffizient 'Isolationsdicke' -19.555 6.166 -3.171 0.009
X Variable 3 bzw. Regressionskoeffizient 'Alter Heizanlage' 13.938 13.893 1.003 0.337

Durch das Hinzufligen eines Regressionskoeffizienten wird der Determinationskoeffizient automa-
tisch grésser, auch wenn dadurch die Regressionsfunktion nicht mehr 'erklart'. Dieser (mathemati-
sche) Effekt wird beim 'adjustierten Determinationskoeffizienten' eliminiert.

Daneben erhalt gegenliber den in friheren Kapiteln erwahnten 'Kennzahlen' der Regression eine
neue Test-Statistik bzw. Priifgrosse eine besondere Bedeutung. Dabei geht es um die Frage,
ob alle 'wahren’ Regressionskoeffizienten '8, 8, ... B' der Grundgesamtheit sich von Null un-
terscheiden. Dies wird auch Varianzanalyse genannt bzw. ANOVA2,

Die Null-Hypothese (und somit auch die Alternativ-Hypothese) beziiglich der 'wahren' Regres-
sionskoeffizienten ist somit wie folgt zu formulieren:

Hy=py =Pz = . =P =0
H; = nicht alle §'s sind Null

Die diesbezigliche Test-Statistik bzw. Priifgrosse beziiglich der 'wahren' Regressionskoeffi-
zienten ist eine F-Verteilung mit 'k’ Freiheitsgraden im Zahler und 'n - k -1' Freiheitsgraden im Nen-
ner und berechnet sich wie folgt:

r? (n-k-l) SSR (n-k-1)
Flome)" =gy "™ S5k
r? ist der Determinationskoeffizient

SSR  ist die Quadratsumme der Regressionsabweichung

bzw. Z(Y' -Y)?

SSE  istdie Quadratsumme der Residuenabweichung
(auch als € bezeichnet) bzw. Z(Y -Y")?

248 analyisis of variance
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In der Tabelle der F-Verteilung in der Tabellen-Sammlung (Seite 212ff) kann bei einem Signifikanz-
niveau von 5% der 'kritische' Wert von 3.59 herausgelesen werden (siehe hervorgehobener Tabel-
len-Wert im 'Auszug' unten).

Das Resultat gemass der oben aufgefiihrten Test-Statistik bzw. Prifgrosse ist aber '20.592'. Dies
bedeutet, dass die Null-Hypothese verworfen und die Alternativ-Hypothese angenommen werden
muss, d.h. dass sich mindestens einer der 'wahren' Regressionskoeffizienten '8, 8, und 3" der
Grundgesamtheit von Null unterscheiden.

Mit dieser Priifgrosse kann die 'Giite' der ganzen multiplen Regression gemessen werden. Im
vorliegenden Beispiel ist sie sehr hoch. Erst wenn diese 'Giite' als angemessen bezeichnet werden
kann, sind die Hypothesentests bezliglich dem 'wahren' Achsenabschnitt bzw. der 'wahren' Regres-
sionskoeffizienten' vorzunehmen (siehe Kapitel 10.6.6).

Die t-Statistik bzw. die entsprechenden P-Werte zeigen nun aber auf, dass der Regressionskoeffi-
zient 'Alter Heizanlage' nicht dem Signifikanzniveau von 5% entspricht. Dies bedeutet, dass 'statis-
tisch' gesehen, das Alter der Heizanlage keinen signifikanten Einfluss auf die Heizkosten ausubt.
Ein mdglicher Grund koénnte darin liegen, dass auch bei alteren Heizanlagen stets versucht wird,
durch technische Verbesserungen bzw. Austausch gewisser Teile den Verbrauch an Brennstoff zu
senken. Aus diesem Grund ist es besser, die multiple Regression ohne diesen Regressionskoeffi-
zienten durchzufthren.
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Die Auswertung der Statistik-Software wiirde mit diesen 'reduzierten’ Daten wie folgt aussehen:

Abb. 89: Auswertung Regressions-Statistik und Varianz-Analyse Heizkosten 2 Einflussfaktoren

| Regressions-Statistik

Multipler Korrelationskoeffizient 0.9138
Determinationskoeffizient 0.8350
Adjustierter Determinationskoeffizient 0.8075
Standardfehler 'SEE' 154.4713
Beobachtungen 15

| Varianz-Analyse (analysis of variance bzw. ANOVA) \
Frelhe/tsgrade (df) Quadratsummen (SS) Mittlere Quadratsumme (MS) Priifgrésse (F) F krit

Regression 'R’ 1'449'284.68 724'642.34 30.369 0.000
Residuen 'E' 12 286'336.65 23'861.39
Total 'T' 14 1'735621.33

Koeffizienten Standardfehler t-Statistik P-Wert
Konstante bzw. Achsenabschnitt 1'045.823 105.012 9.959 0.000
X Variable 1 bzw. Regressionskoeffizient 'Aussentemperatur’ -29.663 3.976 -7.461 0.000
X Variable 2 bzw. Regressionskoeffizient 'Isolationsdicke’ -19.933 6.156 -3.238 0.007

Der adjustierte Determinationskoeffizient ist gegenliber der 'alten’' Lésung - abgesehen von einem
unwesentlichen Rundungsfehler - gleich gross, was genau der Uberlegung dieser Kennzahl ent-
spricht. Mit der 'reduzierten' multiplen Regressionsgerade kdnnen also weiterhin rund 80% der Heiz-
kosten erklarte werden; nicht erklart werden aber auch weiterhin rund 20%.

Der 'neue’ kritische F-Wert betragt nun mit den ‘'reduzierten’ Daten bei einem Signifikanzniveau von
5% '3.89' (siehe kursiver, hervorgehobener Wert im 'Auszug' oben). Dieser ist im Vergleich zur Test-
Statistik bzw. Prifgrésse von '30.369' bedeutend kleiner, was wiederum bedeutet, dass die Null-
Hypothese verworfen und die Alternativ-Hypothese angenommen werden muss, d.h. dass sich alle
'wahren' Regressionskoeffizienten '8; und g,' der Grundgesamtheit von Null unterscheiden.

Die t-Statistik bzw. die entsprechenden P-Werte zeigen nun aber auf, dass die verbliebenen Re-
gressionskoeffizient 'Aussentemperatur' und 'Isolationsdichte' immer noch ein grésseres Signifikanz-
niveau als 5% aufweisen (P-Wert kleiner als 0.05).

Der Immobilienhandler kénnte nun aufgrund dieser 'reduzierten' multiplen Regressionsgeraden die
zu erwartenden Heizkosten fur jeden Kaufer berechnen. Z.B. fiur einen Kaufer eines Hauses, das in
einer Region mit einer durchschnittlichen Aussentemperatur von 12°C angesiedelt ist und eine Dicke
der Dachisolation von 25cm aufweist, wiirde dies folgende Heizkosten ergeben:

Y'=1'045.823 - 29.663 - 12°C - 19.933 - 25¢m = CHF 191.542

Muisste der Immobilienhandler aber mit einem 95% Vertrauensniveau die voraussichtlichen Heiz-
kosten angeben (Einzel-Prognose), so lagen diese 'statistisch' zwischen CHF -190.28 und CHF
573.38.
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10.8 Schematische Vorgehensweise bei (multipler) Regressions-Ana-
lyse

Bei der Anwendung der (multiplen) Regressions-Analyse ist es sinnvoll, wenn systematisch vorge-
gangen wird. Aus diesem Grund ist zusammenfassend folgendes Vorgehens-Schema aufgefihrt.

Abb. 90: Schematische Vorgehensweise bei (multipler) Regressions-Analyse

Streudiagramm der Zeitreihe erstellen

l

1. Modellannahme uiberpriifen:
* Ist Zeitreihe 'exponentiell'? - wenn ja: logarithmieren > Ziel: Linearitat

t-Test-Statistik fiir jeden Regressionskoeffizienten tiberpriifen!
F -Test-Statistik fiir das ganze Modell iiberpriifen!
* Multikollinearitat: wenn ja: die 'liberspezifizierenden' Regressionskoeffizienten weglassen

l

weitere Modellannahmen tiberpriifen:
* bedingte Heteroskedaszitit - wenn ja: 'Korrekturen'
* Autokorrelation - wenn ja: 'Korrekturen' oder ARIMA
¢ 'Normalitait' der Residuen iiberpriifen!
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10.9 Repetitionsfragen

10.9.1 Problemstellung aus der Kostenrechnung?*°

Ein Geschaftsfuhrer eines Beratungsunternehmens, mdchte feststellen, welchen Einfluss die Leis-
tung bzw. die an Kunden verrechnete Beraterstunden auf die Hohe der Gemeinkosten austbt. Fol-
gende 'historische' Daten seien ihm bekannt:

Total monatliche an Kunden verrechnete,
Gemeinkosten monatliche Beraterstunden
(in CHF) (in Arbeits-Std.)
630’000.00 2’800
750’000.00 4’300
820’000.00 5600
890°000.00 6’200
980’000.00 7’400
1°090’000.00 8’500

e Berechnen Sie anhand der Methode der kleinsten Quadrate die Gemeinkosten als lineare Funk-
tion der an die Kunden verrechneten Beraterstunden.

¢ Berechnen Sie den dazugehérigen Korrelations- und Determinationskoeffizienten.

10.9.2 Problemstellung aus dem Absatzbereich

Ein Mineralwasser-Unternehmen hat in den letzten sechs Jahren folgenden Absatz bzw. Umsatz
ausgewiesen:

Verkaufs- Verkaufs-
Jahr menge preis Umsatz
(in 1'000 Stk.) (in CHF pro Stk.) (in 1°000 CHF
2018 1’500 1.80 2'700.00
2019 1’700 1.80 3'060.00
2020 2’200 2.00 4°400.00
2021 2’300 2.00 4'600.00
2022 2’800 2.20 6'160.00
2023 3’300 2.20 7'260.00

e Berechnen Sie fur das Jahr 2024 den prognostizierten Umsatz nach der Methode der kleinsten
Quadrate unter der Annahme, dass keine Preisveranderung fur das Mineralwasser gegenuber
dem Vorjahr erwartet wird.

e Berechnen Sie den dazugehorigen Korrelations- und Determinationskoeffizienten.

249 siehe auch HORNGREN, FOSTER, DATAR, 1962, %1997, S. 371.
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10.9.3 Zusammenhang von Reparaturkosten und Alter bei PKW's 250

Ein grésseres Unternehmen, das eine ganze 'Flotte' von PKW's fiir ihre Vertriebsmitarbeiter besitzt,
mdchte wissen, ob zwischen dem Alter ihrer PKW's und den jahrlich anfallenden Reparaturkosten
tatsachlich ein Zusammenhang besteht. Aus der Betriebsbuchhaltung sind folgende Daten beziiglich
der PKW-Flotte bekannt.

Alter der Reparatur-
PKW's kosten p.a.
in Jahren in CHF
X Y

1.00 1’300.00
1.50 1’900.00
2.00 2'800.00
2.25 2'800.00
2.50 3'200.00
3.00 3'500.00
3.25 3'500.00
3.50 3'900.00
3.50 4’200.00
4.00 4'500.00

e Berechnen Sie mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate die Parameter der linearen Regres-
sionsfunktion der Reparaturkosten in Bezug auf das Alter und bezeichnen Sie die ermittelten
Parameterwerte (betriebswirtschaftliche Interpretation).

e Treffen Sie eine Aussage Uber die Starke und die Richtung des Zusammenhanges zwischen
dem Alter der PKW's und der Hohe der jahrlichen Reparaturkosten unter Verwendung des Kor-
relations- bzw. Determinationskoeffizienten.

¢ Das Unternehmen kann relativ glinstig einen PKW erwerben, der jedoch schon drei Jahre alt ist.
Mit welchen durchschnittlichen jahrlichen Reparaturkosten muss die Firma auf der Grundlage
Ihrer Analyse rechnen?

250 sjehe auch ECKSTEIN, 1998, S. 31+133f.
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10.9.4 Zusammenhang Werbeaufwand und Absatz2

Ein Getranke-Produzent hat acht Softdrink-Marken in seinem Sortiment. Im Jahr 2000 wiesen diese
folgenden Produktionsausstoss (in 1'000 Hektoliter) und Werbeaufwendungen (in Mio. CHF) auf:

Softdrink Werbeaufwand Absatz
(Mio CHF) (1'000 hl)

A 21 664

B 17 406

C 21 368

D 20 324

E 14 254

F 8 228

G 9 210

H 10 194

e Beschreiben Sie anhand der Methode der kleinsten Quadrate die Abhangigkeit von Absatz und
Werbeaufwand. (Begriinden Sie Ihre Aussagen nicht nur verbal, sondern untermauern Sie diese
mit Berechnungen.)

¢ Bestimmen Sie anhand einer Masszahl die 'Gite' lhres errechneten Zusammenhanges und be-
schreiben Sie diesen auch noch verbal.

251 sjehe auch ECKSTEIN, 1998, S. 38+141.
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10.9.5 CAPM

In der Finanzmarkt-Theorie wird das Capital Asset Pricing Modell (CAPM)252 dazu benutzt, die
erwartete Rendite einer Investition (z.B. Aktie der Gesellschaft A) zu ihrem systematischen, markt-
bezogenen Risiko in Beziehung zu setzen. Da das CAPM unterstellt, dass alle Investoren das voll
diversifizierte Marktportfolio besitzen, ist das unsystematische, wegdiversifizierbare Risiko irrele-
vant; somit verbleibt lediglich das nicht-diversifizierbare Risiko bzw. das systematische Risiko.

Beim CAPM wird das systematische bzw. marktbezogene Risiko lediglich via das Markt-Portefeuille
gemessen. Da die risikolose Rendite (z.B. Bundesobligationen), wie der Name sagt, kein Risiko
aufweist, stellt sie den Grundsockel dar, auf dem die ganze Beziehung 'aufgesetzt' wird. Unter Be-
rucksichtigung diverser Annahmen kann schliesslich folgender Zusammenhang festgestellt werden:

E(R;) =Rp + B; - [E(Ry) - Rf]

E(R;) steht fur die erwartete Rendite der Investition 'i'

Rp ist die risikolose Rendite

E(Ry) ist die erwartete Rendite des Markt-Portefeuilles

Bi ist die Sensitivitat oder Beziehung der Rendite der Investition i’

bezlglich der Rendite des Markt-Portefeuilles
[E(Ry) - Rp] wird auch Markt-Risiko-Préamie (market risk premium) genannt

In der obigen Gleichung reflektiert das Beta () das Risiko der Investition 'i', das sie dem Markt-
Portefeuille hinzufligt. Weist die Investition 'i' ein grosseres Risiko als das Markt-Portefeuille auf (§
> 1), dann ist dies modell-theoretisch nur dann gerechtfertigt, wenn die Investition 'i' eine entspre-
chend der CAPM-Funktion héhere Rendite aufweist; Weist die Investition 'i' ein kleineres Risiko als
das Markt-Portefeuille auf (8 < 1), dann ist dies nur dann gerechtfertigt, wenn die Investition 'i' eine
entsprechend der CAPM-Funktion niedrigere Rendite aufweist.

Obwohl das CAPM eine ex ante Betrachtung ist, d.h. einen zukunftig erwarteten Zusammenhang
reflektiert, wird in der Praxis das Beta meist aufgrund historischer Daten ermittelt. Zudem wird un-
terstellt, dass das Markt-Portefeuille durch einen Marktindex (z.B. Dow Jones Industrial Average
(DJIA)) approximiert werden kann.

252 siehe DAMODARAN, 1997, 22001, S. 163ff. und BRIGHAM, HOUSON, 1978, 81998, S. 176ff.
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Aufgrund der letzten zwdlf Monate wurden folgende Daten und Berechnungen beziglich der durch-
schnittlichen, monatlichen Marktrendite (via Marktindex) und der durchschnittlichen, monatlichen
Rendite der Gesellschaft A festgestellt.

Monat @ Marktrendite @ Rendite Ges. A (X=X)-(Y-Y) (X = X)? (Y =Y)?
1 2.87% 1.56% 0.000072 0.000217 0.000024
2 -0.29% 0.11% 0.000163 0.000285 0.000093
3 -1.46% 0.90% 0.000049 0.000817 0.000003
4 4.41% 1.07% -0.000001 0.000907 0.000000
5 3.21% 2.32% 0.000226 0.000328 0.000156
6 -2.20% -0.45% 0.000548 0.001295 0.000232
7 -2.80% -0.94% 0.000845 0.001763 0.000405
8 -2.47% -0.40% 0.000570 0.001496 0.000217
9 1.25% 0.50% 0.000008 0.000002 0.000033
10 5.51% 2.83% 0.000723 0.001691 0.000309
11 6.51% 3.95% 0.001471 0.002613 0.000828
12 2.24% 1.42% 0.000029 0.000071 0.000012
X = 1.40% Y= 1.07% 0.004702 0.011484 0.002310
s=  3.23% s= 1.45%

Zusatzangabe: Uber den oben angegebenen Zeitraum wurde eine risikolose Jahres-Rendite von
6.8% bzw. 0.55% pro Monat festgestellt

Stellen Sie die Beziehung zwischen der Rendite der Gesellschaft A und der Markrendite anhand
eines Streudiagramms dar. Ermitteln Sie anschliessen aufgrund obiger Angaben das Beta () und
die risikolose Rendite (Rr) gemass CAPM. Machen Sie zudem eine Aussage Uber die 'Gite' der
Beziehung zwischen der Rendite der Gesellschaft A und der Marktrendite.
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10.9.6 Kundenauftrag

Die Produktionsfirma Sioux2%? hat einen Kundenauftrag tber 50 Einheiten ihres Produktes erhalten.
Der Kunde ist bereit CHF 32.00 pro Einheit zu bezahlen. Vor dem neuen Kundenauftrag hat die
Sioux geplant, 600 Einheiten ihres Produktes herzustellen. Aufgrund einer eingehenden IST-Kosten-
Analyse der letzten zwoIf Monate wurden folgende Daten ermittelt.

Anzahl 1ST-Kosten

Monat hergestellte in CHF
Einheiten (total)

1 544 16°206.00
2 566 16°838.00
3 518 15°125.00
4 570 17°060.00
5 588 17°202.00
6 571 16°762.00
7 508 15°228.00
8 646 18°686.00
9 521 15°520.00
10 524 15°486.00
11 503 15°266.00
12 633 18°902.00

Anhand einer Statistik-Software wurden folgende Auswertungen aufgrund der oben aufgeflihrten
Daten ermittelt:

Regressions-Statistik |

Multipler Korrelationskoeffizient 0.9885
Determinationskoeffizient 0.9771
Adjustierter Determinationskoeffizient 0.9748
Standardfehler 'SEE' 206.5820
Beobachtungen 12

[ Varianz-Analyse (analysis of variance bzw. ANOVA) |

Freiheitsgrade (df) Quadratsummen (SS) Mittlere Quadratsumme (MS) Priifgrésse (F) F krit
Regression 'R’ 1 18'210'547.55 18'210'547.55 426.71 0.000
Residuen 'E' 10 426'761.37 42'676.14
Total 'T' 1" 18'637'308.92
Koeffizienten Standardfehler t-Statistik P-Wert Untere 95% Obere 95%
Konstante bzw. Achsenabschnitt 1'316.685 738.563 1.783 0.105 -328.935  2'962.305
X Variable bzw. Regressionskoeffizient 'Anzahl hergestellte Einheiten’ 27.268 1.320 20.657 0.000 24.327 30.210

Vertrauensintervall fir die 'wahre' Einzel-Prognose Y* (bei gegebenem X*) \

unteres Vertrauensintervall oberes Vertrauensintervall

X bzw. X* Y' bzw. Y™ von Y* bei 5% Sig.niveau von Y* bei 5% Sig.niveau
600 17'677.78 17'182.78 18'172.79
625 18'359.50 17'841.09 18'877.90
650 19'041.21 18'490.50 19'5691.92

Welche generellen Aussagen und welche Aussagen betreffend Kundenauftrag konnen Sie aufgrund
der oben aufgefuihrten Daten bzw. Auswertungen machen?

253 sjehe auch MAGEE, 1986, S. 117ff.
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11 ZEITREIHENANALYSE UND PROGNOSE?2*

Bei Zeitreihen, d.h. bei der Erfassung von Merkmalswerten uiber die Zeit hinweg, besteht im
Gegensatz zu den Ublichen Zusammenhangen von zwei Variablen die Gefahr, dass die Merkmals-
werte voneinander abhangen. Dadurch wird auch die Annahme verletzt, dass die beobachteten
Werte einer rein zufalligen Stichprobe aus der Grundgesamtheit entsprechen. Um diese Abhangig-
keit der beobachteten Werte mit einzubeziehen, bedient man sich bei der Zeitreihenanalyse spe-
zieller Methoden.

Das Hauptziel der Zeitreihenanalyse besteht darin, Prognosen fiir die Zukunft zu erstellen.
Dies bedingt aber, dass ein Modell 'kreiert' wird, welches das Verhalten der Zeitreihe charak-
terisiert.

Es gibt sehr unterschiedliche Ansatze, wie die Zeitreihenanalyse durchgefiihrt werden kann. In den
folgenden Ausflihrungen wird zuerst ausfihrlich auf die "klassische' Zeitreihenzerlegung' eingegan-
gen und anschliessend auf andere Ansatze, wie das 'exponentielle Glatten'2%5 und das 'ARIMA'-
Modell.

11.1 'Klassische' Zeitreihenzerlegung

11.1.1 Zeitreihenmodelle

Die 'klassische' Zeitreihenanalyse geht von einem klaren, intuitiv verstandlichen Ansatz aus. Dabei
werden die Quartals- bzw. Monats-Zeitreihen in drei Grund-Komponenten aufgeteilt und versucht,
diese zu schatzen.

Die drei Grund-Komponenten setzen sich wie folgt zusammen:

¢ langfristige, liberjahrige Trend-Komponente% 'T',
e saisonale, unterjahrig wiederkehrende Komponente:” 'S' und
¢ 'irregulare’, rein zufallige bzw. Rest- oder Residual-Komponente258 'I',

Da die 'klassische' Zeitreihenzerlegung eine mdgliche (konjunktur-)zyklische, Gber mehrere Jahre
hinweg sich wiederholende Komponente?* nicht 'herausfiltern' kann, wird diese hier auch nicht spe-
ziell aufgeflhrt.

Die Trend-Komponente charakterisiert das langfristige Verhalten der Zeitreihen und ist Ublicher-
weise eine lineare Funktion (siehe auch Kapitel 10.6). Sie widerspiegelt das generelle Gberjahrige
Verhalten.

Die saisonale Komponente zeigt den wiederkehrenden Effekt innerhalb eines Jahres auf. Je nach
Saisonalitat wird dabei pro Quartal oder Monat ein Saisonfaktor ermittelt, der aussagt wie gross die
durchschnittliche Abweichung dieses einzelnen Quartals oder dieses einzelnen Monats gegenliber
den anderen ist. Es wird davon ausgegangen, dass die saisonale Komponente exakt unterjahrig
wiederkehrend ist.

254 time series and forcasting
255 exponential smoothing
256 trend

257 seasonal component

258 jrregular component

259 cyclic component
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Die irrequldare Komponente widerspiegelt die Restgrésse bzw. die rein zufallige Residualkompo-
nente, die nicht erklart werden kann. Sie enthalt somit alle nicht erklarten, einmaligen Ereignisse,
die nicht systematisch wiederkehren. Sie sollte eigentlich die Charakteristik eines 'weissen Rau-
schens' (siehe Kapitel 11.2.2.2)) entsprechen und z.B. eine mdglichst kleine Standardabweichung
aufweisen.

Das Verhalten der drei Grund-Komponenten kann sowohl additiv als auch multiplikativ in einem Mo-
dell umschrieben werden. Welches der beiden Modelle verwendet wird hangt vom Verhalten der
Zeitreihe ab.

Die folgende Darstellung2® soll den Unterschied zwischen dem additiven Modell28" und dem multi-
plikativen Modell?62 visualisieren

Abb. 91: Unterschied additives und multiplikatives Modell

1 2 3

additiver multiplikativer

kein saisonaler Effekt Saison-Effekt Saison-Effekt

A

kein Trend _AW"MA\_ 'AVA’AVA% AVA‘AVA‘AVAA
B
additiver Trend M M

&
multiplikativer Trend ‘M/

Wichtig dabei ist, dass man zuerst die Zeitreihe grafisch aufzeichnet. Anschliessend muss
visuell untersucht werden, ob die unterjahrig wiederkehrende saisonale Abweichung liber
die Zeit hinweg den gleichen absoluten Betrag aufweist (additives Modell) oder ob sie liber
die Zeit hinweg grosser wird (multiplikatives Modell). In den weiteren Ausfiihrungen wird ledig-
lich 'kein Trend' oder der 'additive Trend', also die Falle A und B, weiterverfolgt. Ein multiplikativer
Trend ware sehr wohl méglich (siehe Kapital 10.2), ist aber meist nur kurzfristiger Natur.

Das additive Zeitreihenmodell sieht wie folgt aus:
Y=T+S+I1

Y sind die beobachteten Werte einer Zeitreihe

T ist die langfristige, Uberjahrige Trend-Komponente

S ist die saisonale, unterjahrig wiederkehrende Komponente
| ist die irregulare, rein zufallige Residualkomponente

260 gsjehe auch MAKRIDAKIS, WHEELWRIGHT, HYNDMAN, 31998, S. 138.
261 additiv model
262 multiplicative model
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Das multiplikative Zeitreihenmodell sieht wie folgt aus:

Y=T-S-1

11.1.2 Methode der gleitenden Durchschnitte

Der gleitende Durchschnitt?6? ist eine Folge von arithmetischen Mitteln, die aus den beobachte-
ten Werten der Zeitreihe 'Y' gebildet werden. Dabei wird der gleitende Durchschnitt aus einer
gleichbleibenden Anzahl (hier Quartale bzw. Monate) zeitlich jeweils benachbarter Beobach-
tungswerten berechnet und dem 'in der Mitte' der Werte liegenden Zeitpunkt zugeordnet.2*

Bei der Berechnung des gleitenden Durchschnitts ist zu unterschieden, ob ein gleitender Durch-
schnitt fr eine gerade (z.B. Quartale, Monate) oder ungerade (z.B. Trimester) gleichbleibende An-
zahl zeitlich jeweils benachbarter Beobachtungswerte ermittelt wird. Ahnlich wie bei der Quartils-
bzw. Median-Berechnung entsteht auch hier die Problematik, dass die berechneten gleitenden
Durchschnitte aus den Beobachtungswerten lediglich bei einer ungeraden Anzahl von Werten des
Zeitabschnitts eindeutig einem Zeitpunkt zugeordnet werden kdnnen. Ist die Anzahl von Werten des
Zeitabschnitts aber gerade, mussen die gleitenden Durchschnitte 'zentriert'265 werden, d.h. man 'in-
terpoliert’ zwischen zwei benachbarten gleitenden Durchschnitten, um einen (neuen) gleitenden
Durchschnitt zu erhalten, der genau einem Zeitpunkt zugeordnet werden kann.

Die oben erwahnten Ausfihrungen werden anhand eines Beispiels verdeutlicht:

Abb. 92: Berechnungsbeispiel 'zentrierter' gleitender Durchschnitt

gleitender «zentrierter»
Jahr Quartal Umsatz Durchschnitt gleitender
fur die vier Quartals-
Quartale Durchschnitt
1999 1 7 )
2 5 )
> 8.750
3 10 ) 8.875
> 9.000
4 13 J 1) 9.125
> 9.250
2000 1 8 ) ) 9.375
> , 9:500
2 6 ) 9.750
» | 10.000
3 11 )
>
4 15 )

263 moving-average
264 siehe BOHLEY, 61996, S. 260.
265 centered moving average
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Wie aus der obigen Darstellung ersichtlich ist, kann der 'zentrierte' gleitende Durchschnitt nicht fur
alle Zeitpunkte ermittelt werden; es fehlen z.B. hier je zwei Werte. Die Anzahl 'fehlender' Werte ent-
spricht der Halfte der Anzahl Werte, die eine Saison ausmachen, d.h. bei Quartalen ist dieser Wert
'2', bei Monaten '6'.

11.1.3 Vorgehensweise bei der Berechnung der Zeitreihenkomponenten2s

Um die einzelnen Komponenten des Zeitreihenmodells zu bestimmen, ist es sinnvoll wie folgt vor-
zugehen:

e Aus den beobachteten Werten der Zeitreihe "Y' wird eine neue Zeitreihe nach der Methode
des gleitenden Durchschnitts?¢” ermittelt. Dabei werden durch die Durchschnittsbildung tber
das ganze Jahr die saisonalen Effekte eliminiert und die irrequlare Komponente reduziert. Was
noch Ubrig bleibt ist lediglich die Trend-Komponente (und naturlich auch eine allfallige zyklische
Komponente ).

o Die beobachteten Werte der Zeitreihe 'Y' werden nun durch die entsprechenden nach der
Methode des gleitenden Durchschnitts berechneten Werte dividiert (multiplikatives Mo-
dell) [beim additiven Modell: abgezogen]. Der dadurch ermittelte Faktor [beim additiven Mo-
dell: Abweichung] enthalt nun nur noch den saisonalen Effekt und den irregularen Effekt.

¢ Da die einzelnen Faktoren [beim additiven Modell: Abweichungen] auch fiir das gleiche Quartal
bzw. fur den gleichen Monat von Jahr zu Jahr unterschiedlich ausfallen, wird das arithmetische
Mittel fiir die selben Quartale bzw. Monate aller Jahre der Zeitreihe ermittelt. Dadurch erhalt
man den durchschnittlichen Saisonfaktor [beim additiven Modell: durchschnittliche Saisonabwei-
chung].

¢ In einem weiteren Schritt ist zu beachten, dass die Summe der (durchschnittlichen) Sai-
sonfaktoren gleich gross ist wie die Anzahl Quartale bzw. Monate [beim additiven Modell:
gleich Null ist]. Ist dies nicht der Fall sind alle (durchschnittlichen) Saisonfaktoren linear zu
korrigieren, d.h. mit einem Korrekturfaktor zu multiplizieren [beim additiven Modell: d.h. um den
gleichen Korrekturwert zu korrigieren).

e Der Korrekturfaktor des multiplikativen Modells ermittelt sich aus der Anzahl Quartale bzw. Mo-
nate dividiert durch die Summe der durchschnittlichen Saisonfaktoren. Beim additiven Modell
berechnet sich hingegen der Korrekturwert aus der mit '-1' multiplizierten Summe der durch-
schnittlichen Saisonfaktoren dividiert durch die Anzahl Quartale bzw. Monate.

¢ Wenn nun die beobachteten Werte der Zeitreihe "Y' durch den (durchschnittlichen) korri-
gierten Saisonfaktor dividiert werden, erhalt man eine neue, saisonbereinigtez¢ Zeitreihe.

e Diese saisonbereinigt Zeitreihe wird nun verwendet um anhand einer Regression (siehe
Kapitel 10.6) den langfristigen, liberjdhrigen Trend zu ermitteln. Diese Regressions- bzw.
Trendgerade enthélt keine saisonalen Effekte und wird zur Ermittlung der saisonbereinigten
(Trend-)Prognose herangezogen werden.

¢ In einem weiteren Schritt wird die saisonbereinigte (Trend-)Prognose noch saisonalisiert,
indem der saisonbereinigte (Trend-)Prognosewert mit dem entsprechenden (durchschnittlichen)
korrigierten Saisonfaktor multipliziert [beim additiven Modell: dazugezahlt] wird.

Obwohl die obenstehende Vorgehensweise prima vista kompliziert erscheint, ist sie doch relativ ein-
fach zu berechnen und zu interpretieren.

266 in Anlehnung an die Vorgehensweise bei SIEGEL, 42000, S. 573.
267 moving-average method
268 geasonally adjusted
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11.1.4 Beispiel: Umsatzentwicklung Industrie-Unternehmen

Anhand eines voll durchgerechneten Beispiels2® soll die Vorgehensweise und die durchzufiihren-
den Berechnungen der 'klassischen' Zeitreihenanalyse visualisiert werden.

Den offiziellen Jahresabschliissen des Industrie-Unternehmens seien folgende Umsatze in den Jah-
ren 1996 bis 2002 entnommen worden:

Abb. 93: Tabelle Umsatzentwicklung Industrie-Unternehmen

Jahr Quartal Umsatz in Mio. CHF
1996 1 10’954
1996 2 12’694
1996 3 11°012
1996 4 11’454
1997 1 13’208
1997 2 14’658
1997 3 12’396
1997 4 13’758
1998 1 14’520
1998 2 16’168
1998 3 12’868
1998 4 15'048
1999 1 16’684
1999 2 18’160
1999 3 15’952
1999 4 17’770
2000 1 18’304
2000 2 19'112
2000 3 15’640
2000 4 17’662
2001 1 18110
2001 2 20’328
2001 3 16’934
2001 4 20’164
2002 1 19'224
2002 2 20’996
2002 3 18’046
2002 4 20'414

269 in Anlehnung an das Beispiel von SIEGEL, 2000, S. 573ff.
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Am Anfang jeder Zeitreihenanalyse ist die beobachtete Zeitreihe grafisch darzustellen (siehe unten-
stehende Grafik). Erst aufgrund dieser Visualisierung ist es mdglich zu entscheiden, ob ein 'additives
Modell' oder ein 'multiplikatives Modell' der Zeitreihenzerlegung anzuwenden ist.

Abb. 94: Umsatzentwicklung Industrie-Unternehmen

Umsatz Industrie-Unternehmen

22'000
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~=@—beobachtete Zeitreihenwerte

Aufgrund der obenstehenden grafischen Darstellung der beobachteten Umsatze ist es nicht klar
ersichtlich, welches Modell der Zeitreihenzerlegung anzuwenden ist. Aus diesem Grund werden in
der Folge beide Modelle aufgefihrt.

Bei beiden Modellen wird aber als erster Schritt auf der Basis der beobachteten Automobilumsatze
eine neue Zeitreihe nach der Methode der gleitenden Durchschnitte (hier: gleitende Quartals-Durch-
schnitte) gebildet. Diese sieht grafisch wie folgt aus:

Abb. 95: 'Zentrierte' gleitende Quartals-Durchschnitte Industrie-Unternehmen

Umsatz Industrie-Unternehmen
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e=@==beobachtete Zeitreihenwerte ==fll=="zentrierter' gleitender Quartals-Durchschnitt
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Durch die Berechnung der 'zentrierten' gleitenden Durchschnitte aus den beobachteten Zeitreihen-
werten (Berechnungsvorgehensweise siehe Kapitel 11.1.2), bei denen der saisonale Einfluss elimi-
niert und der 'irregulare' Einfluss reduziert wurde, wird die Basis fur die eigentliche Zeitreihenzerle-
gung geschaffen. Je nach Wahl des Zeitreihenmodells sind die Berechnungen unterschiedlich
durchzufihren.

11.1.4.1 Multiplikatives Modell:

In der folgenden Tabelle werden die notwendigen Berechnungen fir das multiplikative Modell auf-
gefluihrt. Anschliessend werden auch noch in zwei grafischen Darstellungen die saisonbereinigten
Zeitreinenwerte und die darauf aufbauende Regressions- bzw. Trendgerade, die saisonalisierte
Trendgerade und die saisonalisierte Prognose sowie die Saisonfaktoren und 'irregularen' Residual-
komponenten visualisiert.

Abb. 96: Tabelle Berechnungen multiplikatives Zeitreihen-Modell

«zentrierter» (durchschnittliche) Regressions-
multiplikatives Modell gleitender korrigierte saison- bzw. Trend- «irregulare» saisonalisierte
Quartals- Saison- Saison- bereinigte gerade nach Residual- Trend- saisonalisierte

Jahr Quartal Umsatz in Mio. CHF Durchschnitt faktoren faktoren Umsatze kl. Quadrate komponente gerade Prognose

(a) (b) (c)=(a)/ (p) (d)=2(c) (e)=(a)/(d) ()=lin.Regvon(e) (g9)=(a)/ @)/ ()= () =" ()
1996 Ql 10'954 1.01890 10'750.77 11'5638.74 0.93171 11'756.86
1996 Qll 12'694 1.09213 11'623.17 11'881.38 0.97827 12'975.99
1996 Qi 11012 11'810.25 0.93241 0.90000 12'235.51 12'224.01 1.00094 11°001.66
1996 Qv 11'454 12'337.50 0.92839 0.98896 11°581.82 12'566.65 0.92163 12'427.97
1997 Ql 13’208 12'756.00 1.03543 1.01890 12'962.95 12'909.29 1.00416 13'153.32
1997 Qll 14’658 13'217.00 1.10903 1.09213 13'421.49 13251.93 1.01280 14'472.81
1997 (elll} 12’396 13'669.00 0.90687 0.90000 13'773.28 13'5694.56 1.01315 12'235.16
1997 Qv 13’758 14'021.75 0.98119 0.98896 13'911.53 13'937.20 0.99816 13'783.39
1998 Ql 14’520 14'269.50 1.01755 1.01890 14'250.61 14'279.84 0.99795 14'549.78
1998 Qll 16’168 14'489.75 1.11582 1.09213 14'804.11 14'622.48 1.01242 15'969.63
1998 Qi 12'868 14'921.50 0.86238 0.90000 14'297.72 14'965.12 0.95540 13'468.66
1998 Qv 15'048 15'441.00 0.97455 0.98896 15'215.92 156'307.75 0.99400 15'138.82
1999 Ql 16’684 16'075.50 1.03785 1.01890 16'374.46 15'650.39 1.04627 15'946.24
1999 Qll 18160 16'801.25 1.08087 1.09213 16'628.08 15'993.03 1.03971 17°'466.45
1999 Qin 15'952 17°'344.00 0.91974 0.90000 17'724.37 16'335.67 1.08501 14'702.16
1999 Qv 17770 17°665.50 1.00592 0.98896 17°'968.30 16'678.31 1.07735 16'494.24
2000 Ql 18’304 17'745.50 1.03147 1.01890 17°'964.41 17°020.94 1.05543 17°'342.70
2000 Qll 19'112 17°693.00 1.08020 1.09213 17°499.77 17'363.58 1.00784 18'963.27
2000 Qin 15'640 17'655.25 0.88586 0.90000 17°377.71 17'706.22 0.98145 15'935.66
2000 Qv 17662 17°'783.00 0.99320 0.98896 17°859.09 18'048.86 0.98949 17'849.67
2001 Ql 18110 18'096.75 1.00073 1.01890 17°774.01 18'391.50 0.96643 18'739.16
2001 Qi 20'328 18'571.25 1.09460 1.09213 18'613.19 18'734.13 0.99354 20'460.09
2001 Qin 16'934 19'023.25 0.89017 0.90000 18'815.48 19'076.77 0.98630 17'169.16
2001 Qv 20’164 19'246.00 1.04770 0.98896 20'389.01 19'419.41 1.04993 19'205.10
2002 Ql 19'224 19'468.50 0.98744 1.01890 18'867.34 19'762.05 0.95473 20'135.62
2002 Qi 20’996 19'638.75 1.06911 1.09213 19'224.84 20'104.69 0.95624 21'956.91
2002 Qi 18'046 0.90000 20'051.03 20'447.32 0.98062 18'402.67
2002 Qv 20414 0.98896 20'641.80 20'789.96 0.99287 20'560.52
2003 Ql 1.01890 21'132.60 21'532.08
2003 Qi 1.09213 21'475.24 23'453.72
2003 Qi 0.90000 21'817.87 19'636.17
2003 Qv 0.98896 22'160.51 21'915.95
2004 Ql 1.01890 22'503.15 22'928.54
2004 Qi 1.09213 22'845.79 24'950.54
2004 Qi 0.90000 23'188.43 20'869.67
2004 Qv 0.98896 23'531.06 23'271.38

Abb. 97: Tabelle Berechnung Saisonfaktoren bei multiplikativem Zeitreihen-Modell
Berechnung der (durchschnittlichen) korrigierten Saisonfaktoren (multiplikatives Modell)

Jahr Quartale
Ql Qll Qlll Qlv
1996 0.93241 0.92839
1997 1.03543 1.10903 0.90687 0.98119
1998 1.01755 1.11582 0.86238 0.97455
1999 1.03785 1.08087 0.91974 1.00592
2000 1.03147 1.08020 0.88586 0.99320
2001 1.00073 1.09460 0.89017 1.04770
2002 0.98744 1.06911
[7] 1.01841 1.09160 0.89957 0.98849
Summe 3.99808
Korrektur-
faktor 1.00048005 1.00048005 1.00048005 1.00048005
korrigierte

Saisonfaktoren  1.01890 1.09213 0.90000 0.98896

Summe 4.00000
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Abb. 98: Saisonalisierte Trendgerade und Prognose bei multiplikativem Zeitreihen-Modell

Umsatz Industrie-Unternehmen (multiplikatives Modell)
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Abb. 99: Saisonfaktoren und Residualkomponenten bei multiplikativem Zeitreihen-Modell

Umsatz Industrie-Unternehmen (multiplikatives Modell)
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11.1.4.2 Additives Modell:

In der folgenden Tabelle werden die notwendigen Berechnungen flr das additive Modell aufgeftihrt.
Anschliessend werden auch noch in zwei grafischen Darstellungen die saisonbereinigten Zeitreihen-
werte und die darauf aufbauende Regressions- bzw. Trendgerade, die saisonalisierte Trendgerade
und die saisonalisierte Prognose sowie die Saisonfaktoren und 'irregularen' Residualkomponenten

visualisiert.

Abb. 100: Tabelle Berechnungen Additives Zeitreihen-Modell

‘zentrierter' (durchschnittliche) Regressions-
additives Modell gleitender korrigierte saison- bzw. Trend- «irregulare» saisonalisierte
Quartals- Saison- Saison- bereinigte gerade nach Residual- Trend- saisonalisierte
Jahr Quartal Umsatz in Mio. CHF Durchschnitt abweichungen abweichungen Umsatze kl. Quadrate komponente gerade Prognose
(a) (b) (c) = (a) - (b) (d=@() ()=()-@d) (@=lin.Regvon(e) (g)=()-(d)-H) (()=@M+@d @)=+
1996 Ql 10'954 256.823 10'697.18 11'536.87 -839.69 11'793.69
1996 Qi 12'694 1'485.615 11'208.39 11'878.68 -670.29 13'364.29
1996 Qin 11012 11'810.25 -798.250 -1'619.760 12'631.76 12'220.49 411.27 10'600.73
1996 Qv 11454 12'337.50 -883.500 -122.677 11'576.68 12'562.31 -985.63 12'439.63
1997 Ql 13'208 12'756.00 452.000 256.823 12'951.18 12'904.12 47.05 13'160.95
1997 Qll 14’658 13'217.00 1'441.000 1'485.615 13'172.39 13'245.94 -73.55 14'731.55
1997 Qlil 12'396 13'669.00 -1'273.000 -1'619.760 14'015.76 13'5687.75 428.01 11'967.99
1997 Qv 13'758 14'021.75 -263.750 -122.677 13'880.68 13'929.56 -48.89 13'806.89
1998 Ql 14’520 14'269.50 250.500 256.823 14'263.18 14'271.38 -8.20 14'528.20
1998 Qll 16’168 14'489.75 1'678.250 1'485.615 14'682.39 14'613.19 69.19 16'098.81
1998 [elll} 12'868 14'921.50 -2'053.500 -1'619.760 14'487.76 14'955.01 -467.25 13'335.25
1998 Qv 15'048 15'441.00 -393.000 -122.677 15'170.68 15'296.82 -126.14 15'174.14
1999 Ql 16'684 16'075.50 608.500 256.823 16'427.18 15'638.64 788.54 15'895.46
1999 Qi 18'160 16'801.25 1'358.750 1'485.615 16'674.39 15'980.45 693.94 17'466.06
1999 Qi 15'952 17'344.00 -1'392.000 -1'619.760 17'571.76 16'322.26 1'249.50 14'702.50
1999 Qv 17770 17'665.50 104.500 -122.677 17'892.68 16'664.08 1'228.60 16'541.40
2000 Ql 18'304 17'745.50 558.500 256.823 18'047.18 17°005.89 1'041.28 17'262.72
2000 Qll 19'112 17'693.00 1'419.000 1'485.615 17'626.39 17'347.71 278.68 18'833.32
2000 Qi 15'640 17'655.25 -2'015.250 -1'619.760 17'259.76 17'689.52 -429.76 16'069.76
2000 Qv 17662 17°'783.00 -121.000 -122.677 17'784.68 18'031.34 -246.66 17'908.66
2001 Ql 18'110 18'096.75 13.250 256.823 17'853.18 18'373.15 -519.97 18'629.97
2001 Qi 20'328 18'571.25 1'756.750 1'485.615 18'842.39 18'714.96 127.42 20'200.58
2001 (elll} 16'934 19'023.25 -2'089.250 -1'619.760 18'553.76 19'056.78 -503.02 17'437.02
2001 Qv 20'164 19'246.00 918.000 -122.677 20'286.68 19'398.59 888.08 19'275.92
2002 Ql 19224 19'468.50 -244.500 256.823 18'967.18 19'740.41 -773.23 19'997.23
2002 Qll 20'996 19'638.75 1'357.250 1'485.615 19'510.39 20'082.22 -571.84 21'567.84
2002 [el]]) 18’046 -1'619.760 19'665.76 20'424.03 -758.27 18'804.27
2002 Qv 20414 -122.677 20'536.68 20'765.85 -229.17 20'643.17
2003 Ql 256.823 21107.66 21'364.49
2003 Qll 1'485.615 21'449.48 22'935.09
2003 Qi -1'619.760 21'791.29 20'171.53
2003 Qv -122.677 22'133.11 22'010.43
2004 Ql 256.823 22'474.92 22'731.74
2004 Qil 1'485.615 22'816.73 24'302.35
2004 Qi -1'619.760 23'158.55 21'538.79
2004 Qv -122.677 23'500.36 23'377.69

Abb. 101: Tabelle Berechnung Saisonabweichungen Additives Zeitreihen-Modell

Berechnung der (durchschnittlichen) korrigierten Saisonabweichungen (additives Modell)

Jahr Quartale
Ql Qll Qi Qlv
1996 -798.250 -883.500
1997 452.000 1’441.000 -1'273.000 -263.750
1998 250.500 1’678.250 -2’053.500 -393.000
1999 608.500 1’358.750 -1’392.000 104.500
2000 558.500 1’419.000 -2’015.250 -121.000
2001 13.250 1'756.750 -2'089.250 918.000
2002 -244.500 1’357.250
%] 273.042 1’501.833 -1'603.542 -106.458
Summe 64.875
Korrektur-
wert -16.219 -16.219 -16.219 -16.219
korrigierte

Saisonabw. 256.823 1'485.615 -1'619.760 -122.677

Summe 0.000
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Abb. 102: Saisonalisierte Trendgerade und Prognose Additives Zeitreihen-Modell

Umsatz Industrie-Unternehmen (additives Modell)
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Abb. 103: Saisonabweichungen und Residualkomponente Additives Zeitreihen-Modell

Umsatz Industrie-Unternehmen (additives Modell)
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Beide Zeitreihenmodelle unterscheiden sich im Endresultat, d.h. beziglich der saisonalisierten Prog-
nose, nicht sehr stark. Beide Modelle zeigen aber in der grafischen Darstellung der 'irregularen’
Residualkomponente sehr deutlich, dass diese nicht rein zufallig ist bzw. der Charakteristik eines
'weissen Rauschens' entspricht. Insbesondere in der Zeit zwischen dem 1. Quartal 1999 bis 3. Quar-
tal 2000 ist eine 'systematische' Abweichung nach oben feststellbar. Dies ist klar ein Indiz, dass bei
der vorgenommenen Zeitreihenzerlegung nicht alle Komponenten, welche die Zeitreihe beeinflus-
sen, erfasst wurden. Die Komponente, welche bei der 'klassischen' Zeitreihenzerlegung nicht be-
stimmt werden kann, ist die zyklische Komponente, d.h. die Gberjahrigen allmahlichen, durch die
Konjunkturlage ausgel6sten Auf- und Abschwinge.

11.2 Weitere Zeitreihenanalyse-Modelle

Bei der Verwendung der linearen Regressionsfunktion fir Prognosezwecke wird modell-theoretisch
unterstellt bzw. angenommen, dass kein Zusammenhang unter den beobachteten Werten besteht,
bzw. die Residuen keine Korrelation aufweisen oder visuell ausgedriickt, dass sich die beobachteten
Werte rein zufallig mal Gber und mal unter der geschatzten Regressionsgeraden befinden. Falls dies
aber nicht zutrifft, besteht eine sogenannte Autokorrelation (siehe Kapitel 10.6.4). In diesem Fall ist
es nicht angezeigt bzw. modell-theoretisch nicht richtig, eine lineare Regressionsfunktion fir Prog-
nosezwecke zu verwenden.

Bei Zeitreihenanalysen kommt die Autokorrelation in der Praxis sehr haufig vor. Aus diesem Grund
wurden 'Modelle' kreiert, die diese Abhangigkeit mitbertcksichtigen: namlich 'Exponentielles Glatten'
und 'ARIMA-Box-Jenkins-Modell'.

11.2.1 Exponentielles Glattenz°

Bei der sogenannten 'naiven' Prognose wird nach dem Motto 'alles bleibt wie es ist' der letzte beo-
bachtete Zeitreihenwert (Y:) als Prognosewert (Fi+1) verwendet, bei einem anderen Prognoseverfah-
ren z.B. das arithmetische Mittel aller beobachteten Zeitreihenwerte.

Da beide Methoden nicht befriedigen, wird mit der Methode des exponentiellen Glattens?™!, ein
Mittelweg eingeschlagen.

11.2.1.1 Verbale Umschreibung

"Exponentielles Glatten ist ein Verfahren, das bei autokorrelierten Zeitreihen, d.h. bei Werten
einer Zeitreihe die mit den (zeitlich) nachfolgenden Zeitreihenwerten einen Zusammenhang aufwei-
sen, zufallige Schwankungen bzw. Stérungen entfernt, um aufgrund der gegléatteten Reihe
bessere Aussagen liber deren Verlauf machen zu kénnen." 22 Das Modell ist so aufgebaut,
dass dem letzten Zeitreihenwert das hochste Gewicht gegeben wird und den weiter zuriick-
liegenden Zeitreihenwerten ein exponentiell abnehmendes Gewicht. Wie stark die relative Ge-
wichtung (im Verhaltnis zum Durchschnitt aller beobachteter Zeitreihenwerte) zu erfolgen hat, wird
mit dem sogenannten Glattungsparameter gesteuert, der sich zwischen Eins und Null bewegen
kann. Dabei wird bei einem Glattungsparameter von Eins nur die juingste Beobachtung einbezogen,
bei einem solchen von Null, alle vorhergehenden Werte.

In der folgenden Darstellung soll die Gewichtung der beobachteten Zeitreihenwerte fir die Bestim-
mung des Prognosewerts (Fi+1) aufgrund verschiedener Glattungsparameter 'Alpha’ bzw. 'a' aufge-
zeichnet werden: Dabei wird unterstellt, dass es eine unendliche Zahl von beobachteten Zeitreihen-
werten gibt, und somit keine 'Gewichtungskorrektur' zur Erreichung der relativen Gewichtung not-
wendig ist.

270 Dilgese Methode kann z.B. in der folgenden Literatur im Detail nachgelesen werden: BOHLEY, 61996, S. 286ff., BUHL,
ZOFEL, 1996, S. 214ff., MAKRIDAKIS, WHEELWRIGHT, HYNDMAN, 31998, S. 135 ff. und SPSS Trends 10.0, 1999,
S. 21ff.

271 exponential smoothing

272 BUHL, ZOFEL, 1996, S. 214.
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Abb. 104: Tabelle Gewichtung beobachtete Zeitreihenwerte, abweichende Glattungsparameter

Gewichtung
der be- bei Glattungsparameter 'Alpha’ von ...
obachteten
Zeitreihen- 0.1 0.2 0.4 0.6 0.8 0.9
werte
Y; 0.100000 | 0.200000 | 0.400000| 0.600000| 0.800000 | 0.900000
Yiq 0.090000 | 0.160000 | 0.240000 | 0.240000| 0.160000| 0.090000
Yio 0.081000 | 0.128000 | 0.144000| 0.096000 | 0.032000 | 0.009000
Yia 0.072900 | 0.102400 | 0.086400| 0.038400| 0.006400| 0.000900
Yia 0.065610 | 0.081920 | 0.051840| 0.015360 | 0.001280 | 0.000090
Y100 0.000003 | 0.000000 | 0.000000| 0.000000| 0.000000| 0.000000

Es gibt verschiedene Modelle des exponentiellen Glattens:

= einfaches Modell: Zeitreihe ohne Trendkomponente und ohne saisonale Komponente (mit dem
allgemeinen Glattungsparameter 'Alpha’).

= Modell nach Holt: Zeitreihe mit linearem Trend, aber ohne saisonale Komponente (mit dem all-
gemeinen Glattungsparameter 'Alpha' und dem Glattungsparameter 'Gamma’ flir den Trend).
"Im Unterschied zur Feststellung der Trendparameter beim Regressionsverfahren, bei dem alle
Zeitreihenwerte gleiches Gewicht haben, werden jetzt den Zeitreihenwerten in Richtung Vergan-
genheit abnehmende Gewichte gegeben."273

= Modell nach Holt-Winters: Zeitreihe mit linearem Trend und multiplikativer saisonaler Kompo-
nente (mit dem allgemeinen Glattungsparameter 'Alpha’, dem Glattungsparameter 'Gamma' fur
den Trend und dem Glattungsparameter 'Delta’ fir die saisonale Komponente).

= Weitere Modelle: Bezliglich Trend und Saisonkomponente abgeanderte Kombinationen des
Holt-Winters' Modells (z.B. exponentieller Trend, additive saisonale Komponente usw.).

Die grossten Schwierigkeiten bei der Bestimmung des geeigneten Modells entstehen bei der
Wahl der Anfangswerte?’* und bei der Festlegung der Glattungsparameter. Moderne Statistik-
Software-Pakete ermdglichen dies durch iteratives Durchrechnen mehrerer Varianten mit z.B. der
Zielgrésse: Minimierung der Quadratsumme der Residuenabweichungen (SSE) (siehe auch Kapitel
10.3.3). Die Residuenabweichung bzw. der Fehler ermittelt sich aus dem beobachteten Zeitreihen-
wert minus dem dazugehdrig berechneten Prognosewert des Modells (in den folgenden Beispielen
als 'Fehlervariable' bezeichnet).

Diese eher formal-mathematische Methode untersucht nicht die Strukturen oder Gesetzmas-
sigkeiten der Zeitreihenwerte und ist deshalb eher fiir kurzfristige Prognosen geeignet (z.B.
zur Schatzung des Lagerbestandes in der nachsten Periode)

273 BOHLEY, 61996, S.289.
274 jnitial values
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11.2.1.2 Drei Beispiele des exponentiellen Glattens

Folgende drei exponentielle Glattungs-Berechnungen2’> wurden mit dem Statistik-Software-Paket
'SPSS fur Windows' erstellt.

einfaches Modell mit Alpha = 0.7

Die tagliche Produktion eines bestimmten Personal-Computer-Typs Uber einen Zeitraum von 26
Wochen zu je 5 Arbeitstagen sei bekannt und werde nach oben erwdhntem Modell 'exponentiell
geglattet"

Abb. 105: Exponentielles Glatten, einfaches Modell

320

3101

300
h

2901

Anzahl PC

Fitfor ANZAHL from

280 EXSMOOTH, NN A .70
1 15 29 43 57 71 85 99 113 127
8 22 36 50 64 78 92 106 120 134

Sequenznummer

Zur visuellen Kontrolle beziiglich 'Giite' des gewahlten Modells, wird der Verlauf der 'Fehlervariablen'
dargestellt. Darin sollte keinerlei Muster erkennbar sein.

20

-10 4

Error for ANZAHL from EXSMOOTH, NN A .70

1 15 29 43 57 71 85 99 113 127
8 22 3 50 64 78 92 106 120 134

Sequenznummer

275 sjiehe auch BUHL, ZOFEL, 1996, S. 214ff.
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Modell nach Holt (linearere Trendkomponente) mit Alpha = 0.8 und Gamma = 0.0
Die jahrliche Anzahl neu erscheinender B-Filme in den Jahren 1972 bis 2001 sei bekannt und werde
nach oben erwahntem Modell 'exponentiell geglattet':

Abb. 106: Exponentielles Glatten, Modell nach Holt

400

300 A

200

100

Anzahl B-Filme

Fit for ANZ from EXS

0 - MOOTH, HOA 8G .0
1972 1976 1980 1984 1988 1992 1996 2000 2004
1974 1978 1982 1986 1990 1994 1998 2002 2006

Jahr

Auch hier wird der Verlauf der 'Fehlervariablen' zur visuellen Kontrolle bezliglich 'Glte' des gewahl-
ten Modells dargestellt. Darin sollte wiederum keinerlei Muster erkennbar sein.

60

40

20

-20 4

-40 4

-60 4

Error for ANZ from EXSMOOTH, HO A .80 G .00

-80
1972 1976 1980 1984 1988 1992 1996 2000 2004
1974 1978 1982 1986 1990 1994 1998 2002 2006
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Modell nach Holt-Winters (lineare Trendkomponente, multiplikative Saisonkomponente) mit
Alpha = 1.0, Gamma = 0.0 und Delta = 0.0

Die monatliche Entwicklung der Arbeitslosenzahl in einer Stadt von Januar 1994 bis Dezember 2002
sei bekannt und werde nach oben erwahntem Modell ‘exponentiell geglattet'":

Abb. 107: Exponentielles Glatten, Modell nach Holt-Winters

300

2001

100
Arbeitslosenzahl
Fit for ALZ from EXS
0 MOOTH, WI A1.0 GO DO
L Y Y O\ Y O Y, R S e M o, Lo A, Y, O 1, O
W, % A O %%, <%>{9<%7 %, Oflx% U, % *vab@/\é <,
B %, B % B R B B, B, Y, W, Y W, %,

Date

Auch hier wird der Verlauf der 'Fehlervariablen' zur visuellen Kontrolle bezuglich 'Gute' des gewahl-
ten Modells dargestellt. Darin sollte wiederum keinerlei Muster erkennbar sein.
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401

20 1
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Error for ALZ from EXSMOOTH, WI A1.00 G .00 D .00
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-40
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© Dr. Oscar Treyer 20. August 2024 Business_Statistik_2Aufl_2024_10_X_v33.docx



Business Statistik - zweite, Isicht iiberarbeitet Auflage 1 64

11.2.2 ARIMA-Box-Jenkins-Modell

Der ARIMA-Ansatz geht auf die Herren Box und Jenkins zuriick und bericksichtigt insgesamt
drei verschiedene Komponenten; dementsprechend steht ARIMA flr 'AR' (Autoregressive) 'l' (In-
tegrated) 'MA' (Moving Average).

11.2.2.1 Verbale Umschreibung

Ein ARIMA-Modell?’¢ wird mit drei kleinen ganzen Zahlen 'p’, 'd’ und 'q’ beschrieben, wobei 'p'
den Grad der Autoregression, 'd' den Grad der Differenzierung und 'q' die Ordnung des gleitenden
Durchschnitts bedeuten. Ein Modell wird daher als ARIMA (p,d,q) bezeichnet, z.B. ARIMA (0,0,1)
oder ARIMA (1,1,1). Grossere Zahlen als 1 treten gewoéhnlich nicht auf.

o Die erste der drei Komponenten, d.h. die autoregressive Komponente 'p', erklart jeden
Wert als Funktion seiner Vorgéanger; bei einem autoregressiven Prozess erster Ordnung
(auch 'AR(1)' genannt) mit 'p = 1' wird ein Wert unter Beriicksichtigung einer Stérung allein
aus dem unmittelbar vorhergehenden Wert erklart. Ein Modell mit einer autoregressiven
Komponente erster Ordnung, aber ohne die Komponenten der Differenzierung und des glei-
tenden Durchschnitts wird mit ARIMA (1,0,0) bezeichnet.

e Die zweite Komponente, d.h. der Grad der Differenzierung 'd', ist der Grad der Diffe-
renzenbildung, der nétig ist, um die betreffende Zeitreihe stationar zu machen. Eine
stationare Reihe ist eine solche, deren Mittelwert und Streuung um ein konstantes Niveau
schwanken. Bei stationaren Zeitreihen ist 'd = 0', bei Zeitreihen, die durch Differenzenbildung
zum jeweils vorhergehenden Wert stationar werden, ist 'd = 1'. Mussen Differenzen der Dif-
ferenzen gebildet werden, wird 'd = 2' usw. Ein Modell mit Differenzierungsgrad '1', aber ohne
die Komponenten der Autoregression und des gleitenden Durchschnitts, wird mit 'l(1)' oder
ARIMA (0,1,0) bezeichnet.

o Die dritte Komponente, d.h. die Ordnung des gleitenden Durchschnitts2’” 'q', hat ihre Ur-
sache in der Storung bei den 'q' vorhergehenden Werten; eine Storung von mehr als
'q' Zeitpunkten hat demnach keinen Einfluss mehr. Ein Modell mit 'q = 1', aber ohne die
Komponenten der Autoregression und der Differenzenbildung, wird mit 'MA(1)' oder ARIMA
(0,0,1) bezeichnet.27®

In der Praxis kommt es eher selten vor, dass ein gut spezifiziertes ARIMA-Modell sowohl eine
von Null unterschiedliche autoregressive Komponente als auch eine von Null unterschiedli-
che Ordnung des gleitenden Durchschnitts aufweist. Die meisten gut spezifizierten ARIMA-
Modelle weisen zudem lediglich eine autoregressive Komponente auf.

219Zu den drei Komponenten bei den nichtsaisonalen ARIMA-Modellen kommen bei den sai-
sonalen ARIMA-Modellen drei weitere entsprechende Komponenten hinzu; die saisonale au-
toregressive Komponente, der saisonale Grad der Differenzierung und die saisonale Ord-
nung des gleitenden Durchschnitts.

Dies flhrt dazu, dass zu den nichtsaisonalen Modellparameter 'p’, 'd' und 'q' noch die saisona-
len Modellparameter 'sp’, 'sd' und 'sq' hinzukommen und ebenfalls vor der Durchrechnung des
Modells zu identifizieren sind.

276 Diese Methode kann z.B. in der folgenden Literatur im Detail nachgelesen werden: BOX, JENKINS, REINSELL,
31994., MAKRIDAKIS, WHEELWRIGHT, HYNDMAN, 31998, S. 311ff. und SPSS Trends 10.0, 1999, S. 53ff.

277 moving-average

278 yorstehende Ausfiihrungen sind weitgehend BUHL, ZOFEL, 1996, S. 228. entnommen

279 nachstehende Ausfithrungen sind weitgehend BUHL, ZOFEL, 1996, S. 235. entnommen
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Ein saisonales ARIMA-Modell kann nur dann gerechnet werden, wenn tiber die Zeitreihe eine
Periodizitidt (z.B. Quartale 'P = 4' oder Monate 'P = 12') sinnvoll vorgegeben werden kann.
Bezeichnet man diese mit 'P', so lautet die Bezeichnung eines kompletten ARIMA-Modells mit sai-
sonaler und nichtsaisonaler Komponente wie folgt:

ARIMA (p,d,q) (sp, sd, sq) P

Zur Bestimmung der Komponenten der drei Prozesse (AR, | und MA) sind komplexe mathematische
Techniken notwendig, die nur mit Hilfe eines Statistik-Software-Paketes effizient geldst werden kén-
nen. Das Modell ist sehr 'ausgekliigelt' und wird haufig bei statistischen Auswertungen der
Qualitatskontrolle angewendet und bei fast allen (volks- und betriebswirtschaftlichen) Prog-
nosen.

11.2.2.2 Einige Grundbegriffe zum ARIMA-Modell

Stationare Zeitreihenwerte

Der Begriff stationar bedeutet, dass die Zeitreihenwerte weder Wachstum noch Riickgang aufwei-
sen; d.h. in Bezug auf die Zeitachse mussen die Zeitreihenwerte mehr oder weniger horizontal ver-
laufen. Sie schwanken also - unabhangig der Zeitachse - um ein konstantes Niveau bzw. einen
konstanten Durchschnitt. Zudem bleiben die Schwankungen bzw. Streuung der Zeitreihen-
werte mehr oder weniger konstant.

Das Vorhandensein stationarer Zeitreihenwerte ist deshalb so wichtig, weil sich nur dann
die Zeitreihenwerte fiir ein ARIMA-Modell eignen.

In den folgenden Darstellungen28' soll dies verdeutlicht werden:

o zeigt Zeitreinenwerte, die stationar sind

o zeigt Zeitreinenwerte, die nicht stationar sind bezlglich eines konstanten Durchschnittes

e zeigt Zeitreihenwerte, die nicht stationar sind bezlglich eines konstanten Durchschnittes und
bezlglich der Schwankungen (Varianz)

Abb. 108: Stationdre und nicht-stationare Zeitreihenwerte

a)

c)

280 gtationary series
281 siehe auch MAKRIDAKIS, WHEELWRIGHT, HYNDMAN, 31998, S. 325.

© Dr. Oscar Treyer 20. August 2024 Business_Statistik_2Aufl_2024_10_X_v33.docx



Business Statistik - zweite, Isicht iiberarbeitet Auflage 1 66

Autokorrelation bzw. ACF 282

Unter einer Autokorrelation versteht man die Korrelation bzw. den Zusammenhang zwischen den
Werten einer Zeitreihe mit ihren nachfolgenden Werten. Das Ausmass der Verzdgerung (auch 'Lag'
genannt) bestimmt dabei die Ordnung der Autokorrelation; eine Autokorrelation z.B. erster Ordnung
ist die Korrelation bzw. der Zusammenhang zwischen den Werten der Zeitreihe mit ihren jeweils
unmittelbar nachfolgenden Werten.283

Liegt ein typisches ARIMA-Modell mit einer autoregressiven Komponente 'p' vor, dann wei-
sen die ACF beim p-ten Lag ihren Hohepunkt auf und sinken exponentiell mit zunehmendem
Lag. Liegt hingegen ein typisches ARIMA-Modell mit einer Ordnung des gleitenden Durch-
schnitts?** 'q' vor, dann weisen die ACF beim g-ten Lag ihren Héhepunkt auf und fallen an-
schliessend schnell auf Null runter (siehe THEORETISCHE ARIMA-MODELLE
UND DEREN ACF- UND PACF-DIAGRAMME, Seite 219)).

Partielle Autokorrelation bzw. PACF285

Die partielle Autokorrelation misst den Zusammenhang zwischen den Werten einer Zeitreihe mit
nachfolgenden Werten, wobei die Zusammenhange der dazwischen liegenden Werte ausgeschaltet
werden.

Angenommen es bestehe eine starke Autokorrelation zwischen den Werten Y und Y1, dann besteht
auch eine signifikante Korrelation zwischen den Werten Y1 und Yi2, da auch diese beiden Werte
einen Zeitwert auseinander liegen. Logischerweise besteht auch eine Korrelation zwischen den Wer-
ten Y: und Yi.,, da beide mit Y4 in Beziehung stehen. Will man nun die echte Korrelation zwischen
Yiund Yi2 messen, missen alle Einflisse von Y1 entfernt werden. Genau dies tut die partielle Au-
toregression. 286

Liegt ein typisches ARIMA-Modell mit einer autoregressiven Komponente 'p' vor, dann wei-
sen die PACF beim p-ten Lag ihren Hohepunkt auf und fallen anschliessend schnell auf Null
runter. Liegt hingegen ein typisches ARIMA-Modell mit einer Ordnung des gleitenden Durch-
schnitts?*” 'q' vor, dann weisen die PACF beim g-ten Lag ihren Hohepunkt auf und sinken
exponentiell mit zunehmendem Lag (siehe Anhang anschliessend an das folgende Beispiel).

Weisses Rauschen

Jedes gute Prognose-Modell sollte (Vorhersage-)Fehler bzw. Residuenabweichungen aufweisen,
die einem weissen Rauschen2 entsprechen, d.h. rein zufallig sind und von Periode zu Periode
keinen Zusammenhang aufweisen. Die Residuenabweichung ermittelt sich aus dem beobachteten
Zeitreihnenwert minus dem dazugehdrig berechneten Prognosewert des Modells.

282 auto correlation function

283 siehe BUHL, ZOFEL, 1996, S. 204.

284 moving-average

285 partial auto correlation function

286 siehe MAKRIDAKIS, WHEELWRIGHT, HYNDMAN, 31998, S. 320.
287 moving-average

288 white noise
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11.2.2.3 Schematische Vorgehensweise zur Bestimmung der ARIMA-Modell-
Parameter

Sowohl fur die saisonalen Komponenten, die zuerst zu bestimmen sind, als auch fur die nichtsaiso-
nalen Komponenten ist wie im folgenden Schema dargestellt vorzugehen:

Abb. 109: Schematische Vorgehensweise zur Bestimmung der ARIMA-Modell-Parameter

Streudiagramm der Zeitreihe erstellen

l

Ist Zeitreihe 'stationdr'? (Losung wenn nein: Differenzenbildung;
Logarithmieren, wenn exponentiell oder zunehmende Streuung)

ACF- und PACF-Diagramme nach maéglichen Modellen untersuchen
(mit saisonalen Komponenten beginnen!)

ARIMA-Modell mit ausgewahlten Parameter(n) durchrechnen
(Vorgehen: schrittweise fiir jeden Parameter)

Entsprechen ACF- und PACF-Diagramme der Residuenabweichungen
einem 'weissen Rauschen'?

Zur Bestimmung der Parameter der verschiedenen Komponenten eines ARIMA-Modells eignen sich
die theoretischen ACF- und PACF-Diagramme (sieche THEORETISCHE ARIMA-MODELLE
UND DEREN ACF- UND PACF-DIAGRAMME, Seite 219). Dabei ist zu beachten, dass die ACF und
PACF sich nur im Idealfall so klar und eindeutig verhalten. Bei 'echten’ Zeitreihen besteht im Nor-
malfall eine gewisse 'Verschmutzung'. Dadurch ist es nicht immer einfach, aufgrund der 'idealtypi-
schen' Darstellungen die ARIMA-Modell-Parameter zu bestimmen. Ein gewisses Mass von subjek-
tiver Einschatzung bleibt bestehen.

Eine gewisse Hilfe besteht darin, dass normalerweise eine obere und eine untere Konfidenzgrenze
(bzw. ein Vertrauensintervall) bei den ACF und PACF-Diagrammen der echten Zeitreihen berechnet
bzw. angegeben wird. Liegen die ACF- und PACF-Werte zwischen der oberen und unteren Kon-
fidenzgrenze, kénnen sie fiur die Bestimmung der ARIMA-Modell-Parameter vernachlassigt werden;
liegen die ACF- und PACF-Werte Uber der oberen bzw. unter der unteren Konfidenzgrenze, sind sie
signifikant und sollten fir die Bestimmung der ARIMA-Modell-Parameter berlcksichtigt werden.

11.2.2.4 Bestimmung der saisonalen und nichtsaisonalen ARIMA-Komponenten an-
hand eines Beispiels

Die oben aufgeflihrte, relativ 'trockene' Vorgehensweise soll anhand eines voll durchgezogenen Bei-
spiels2® visualisiert werden.

Im untenstehenden Diagramm sind die monatliche Anzahl Bahngaste von 1989 bis 2000 einer Ei-
senbahngesellschaft aufgezeichnet.

289 siehe auch BUHL, ZOFEL, 1996, S. 236 ff. Fir die Berechnungen und grafischen Darstellungen wurde das Statistik-
Software-Paketes 'SPSS for Windows' mit dem Modul 'Trends' verwendet.
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Abb. 110: Monatliche Anzahl Bahngaste von 1989 bis 2000 einer Eisenbahngesellschaft
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Anzahl Bahngaste

Die Zeitreihe der Anzahl Bahngaste weist eine deutliche saisonale Komponente auf und ist nicht
stationar, da sowohl das Niveau der Zeitreihe leicht exponentiell ansteigt und auch die Streuung im
Zeitverlauf zunimmt.

Als erstes ist das leicht exponentielle Ansteigen der Zeitreihe sowie die Zunahme der Streuung zu
eliminieren, indem der natlrliche Logarithmus bei der Darstellung der Anzahl Bahngaste gewahlt
wird.

Abb. 111: Stationdre Entwicklung Anzahl Bahngaste (1. Stufe)
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Um stationare Zeitreihenwerte zu erreichen, bietet sich hier die saisonale Differenzierung 'sd = 1'
mit einer Periodizitat 'P' von 12 an. Zu beachten ist, dass wir in einem saisonalen ARIMA-Modell
zuerst mit der Bestimmung der saisonalen Komponenten beginnen. Somit tun wir dies auch bei der
Differenzierung.

Nach der Vornahme dieser saisonalen Differenzierung sieht die Zeitreihe wie folgt aus und kann als
stationar betrachtet werden.

Abb. 112: Stationdre Entwicklung Anzahl Bahngaste (2. Stufe)
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Transforms: natural log, seasonal difference (1, period 12)

In einem ersten Schritt betrachten wir nur die saisonalen ARIMA-Komponenten und somit lediglich
die ACF2% und PACF#" bei 12, 24 und 36 'Lags'. Die entsprechenden ACF- und PACF-Diagramme
sehen nun wie folgt aus:

Abb. 113: ACF- und PACF-Entwicklung Anzahl Bahngaste
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8
5% 5
Q - o -10 B Coefficient
< 10 I Coeffiient T 5 9 13 17 21 25 29 33
k 3 ° . ° 11131517192123252729313335 3 7 11 15 19 23 27 31 35
Lag Number

Lag Number

Transforms: natural log, seasonal difference (1, period 12)
Transforms: natural log, seasonal difference (1, period 12)

290 auto correlation function
291 partial auto correlation function
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Im ACF-Diagramm erkennt man eine (signifikante) ACF-Spitze bei 12 'Lags'. Beim PACF-Diagramm
werden die PACF nach diesem 'Lag' von 12 grundsatzlich immer kleiner.

Da wir hier nur die saisonalen ARIMA-Komponenten mit einer Periodizitat 'P' von 12 ermitteln wollen,
kénnen wir auch die oben aufgefiihrten ACF- und PACF-Diagramme so darstellen, dass nur jeder
zwolfte ACF- und PACF-Wert dargestellt wird. Die entsprechenden ACF- und PACF-Diagramme
sehen nun wie folgt aus:

Abb. 114: ACF- und PACF-Entwicklung Anzahl Bahngaste mit 'Lag’' 12 und Vielfaches

Anzahl Bahngaste Anzahl Bahngaste
1.0 1.0
5 5
‘.;__—.; T —
-5 - o -5 —
Confidence Limits 2 Confidence Limits
- 5 J—
9 5
9: -1.0 I coefficient o -10 [ Coefficient

12 24 36 48 60 12 2 36 48 60

Lag Number Lag Number

Transforms: natural log, seasonal difference (1, period 12) Transforms: natural log, seasonal difference (1, period 12)

Aufgrund der theoretischen ACF- und PACF-Diagramme (siehe Anhang anschliessend an dieses
Beispiel) deutet dies auf ein saisonales MA(1)-Modell hin; es gibt ein signifikantes ACF bei 'Lag' 12
und die PACF werden im Rhythmus von 12 'Lags' immer kleiner.

Dadurch sind nun die saisonalen Modellparameter als 'sp = 0, sd = 1, sq = '1" identifiziert.

Aufgrund dieser Angaben wird das ARIMA-Modell mit den oben genannten saisonalen Para-
metern durchgerechnet. Dieses nun bereits 'saisonalisierte’ ARIMA-Modell wird nun als Aus-
gangspunkt fiir die Analyse der nichtsaisonalen Parameter verwendet.

Auch hier wird zuerst Gberprift, ob die Zeitreihe stationar ist. Da aber bereits ein 'saisonalisiertes'
ARIMA-Modell vorhanden ist, werden nur noch die durch dieses 'vorlaufige' Modell noch nicht 'defi-
nierten' (Vorhersage-)Fehler bzw. Residuenabweichungen in einem Diagramm aufgezeichnet, damit
Uberprift werden kann, ob diese (noch) stationar sind (siehe folgende Darstellung). Die Residuen-
abweichung ermittelt sich aus dem beobachteten Zeitreihenwert minus dem dazugehorig berechne-
ten Prognosewert des Modells.
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Abb. 115: 'Saisonalisiertes' ARIMA-Modell Entwicklung Anzahl Bahngéaste
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Es ist zu erkennen, dass die verbleibenden 'Fehler' weitgehend einen stationaren Verlauf aufweisen.
Der nichtsaisonale ARIMA-Modellparameter 'd' kann somit auf Null gesetzt werden, d.h. 'd = 0".

Die ACF- und PACF-Diagramme aufgrund der verbleibenden Fehler sollen die Identifikation der
nichtsaisonalen ARIMA-Komponenten 'p' und 'q' ermdglichen und sehen wie folgt aus:

Abb. 116: ACF und PACF 'saisonalisiertes' ARIMA-Modell Anzahl Bahngaste

Error for ANZAHL from ARIMA, LN CON Error for ANZAHL from ARIMA, LN CON
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15 9 13 17 21 25 29 33 15 9 13 17 21 25 20 3
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Lag Number Lag Number

Aufgrund der theoretischen ACF- und PACF-Diagramme (siehe THEORETISCHE ARIMA-
MODELLE UND DEREN ACF- UND PACF-DIAGRAMME, Seite 219) deutet dies auf ein AR(1)-
Modell hin; es gibt mehrere, kleiner werdende signifikante ACF ab 'Lag' 1 und die PACF sind nach
dem 'Lag' 1 praktisch nicht mehr signifikant.

Somit sind die nichtsaisonalen Modellparameter als 'p = 1' und 'q = 0' identifiziert.
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Das gesamte ARIMA-Modell ist somit wie folgt spezifiziert:
ARIMA (1, 0, 0) (0,1,1) 12

Nun wird das gesamte ARIMA-Modell mit den obigen Parametern durchgerechnet (inkl. Transfor-

mation der Zeitreihe in den natlrlichen Logarithmus) und eine Vorhersage bzw. Prognose bis zum
Dezember 2002 erstellt.

Abb. 117: 'Komplettes' ARIMA-Modell Entwicklung Anzahl Bahngaste
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Selbstverstandlich sind vorher noch die ACF- und PACF-Diagramme der nun definitiv verbleibenden
Fehler zu erstellen und zu analysieren, d.h. Sicherstellung des Vorhandenseins eines 'weissen Rau-
schens'. Wie aus den untenstehenden ACF- und PACF-Diagrammen zu entnehmen ist, liegt nun

keine Autokorrelation mehr vor und die vom ARIMA-Modell nicht erklarten Fehler entsprechen einem
'weissen Rauschen'.

Abb. 118: ACF und PACF 'komplettes' ARIMA-Modell Entwicklung Anzahl Bahngéste
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11.3 Repetitionsfragen

11.3.1 Umsatzentwicklung eines Kaseproduzenten2

Die folgende Tabelle beinhaltet die Umsatzentwicklung (Indexpunkte) eines Kaseproduzenten
(Durchschnitt 2015 gleich 100) fur die jeweiligen Quartale der Jahre 2020 bis 2022.

Weiter sind die anh1and der Methode der kleinsten Quadrate berechneten Trendwerte der Umsatz-
entwicklung aufgefihrt.

Trendwerte der

Jahr Quartal Umsatz  Umsatzentwicklung
2020 I 111 106.77
Il 93 105.87
1 97 104.97
\% 122 104.07
2021 I 109 103.17
Il 90 102.27
[l 95 101.37
v 120 100.47
2022 I 107 99.57
Il 89 98.67
[l 92 97.77

o Berechnen Sie die Saisonkomponenten (ohne Korrektur(wert)) unter Verwendung eines additi-
ven Zeitreihenzerlegungs-Modells. Die Ermittlung der Saisonkomponenten soll hier nicht auf der
Basis der gleitenden Durchschnitte der Umsatze, sondern auf der Basis der bereits berechneten
Trendwerte der Umsatzentwicklung vorgenommen werden.

e Wie gross muss der Korrekturwert fiir alle vier Saisonkomponenten betragen, damit die Addition
der Saisonkomponenten Null betragt?

11.3.2 Umsatzentwicklung eines Unternehmens in Spanien

Ein Unternehmen verfiigt Gber detailliertes Datenmaterial beziglich Umsatzes je Land und je Pro-
dukt. Speziell Gber die Entwicklung der Umsatze in Spanien méchte die Geschaftsleitung mehr wis-
sen.

Folgende Umsatz-Daten je Trimester (Saison) der Jahre 2000 bis 2002 in Mio. Peseta sind bekannt:

Trimester 2000 2001 2002
(Saison)

| 24 30 35

1 18 24 28

" 34 45 58

e Stellen Sie die Zeitreihe graphisch dar.

e Begrinden Sie, welches Zeitreihenzerlegungs-Modell Sie im vorliegenden Fall fir das geeig-
netste halten.

¢ Ermitteln Sie die gleitenden Trimesterdurchschnitte.

¢ Ermitteln Sie die saisonbereinigten Umsatze flr alle Trimester der Jahre 2000 bis 2002

¢ Ermitteln Sie die saisonalisierte Prognose fir die drei Trimester 2003.

292 siehe auch ECKSTEIN, 1998, S. 43f+146f.
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12 LOSUNGEN ZU REPETITIONSFRAGEN

12.1 Aufgabe zu HAUFIGKEITSVERTEILUNG

12.1.1 Fahrkilometer einer PKW-Flotte (Seite 11)

Distanz (Klassenmitte) Haufigkeit Haufigkeit
(in 1'000 km) (absolut) (relativ)
10 10.67 5.61%

30 10.67 5.61%

50 10.67 5.61%

70 25 13.16%

90 34 17.89%
110 46 24.21%
130 33 17.37%
150 5 2.63%
170 5 2.63%
190 5 2.63%
210 5 2.63%

Histogramm und Polygonzug iiber Anzahl Fahrkilometer von PKW's
bis zur ersten grosseren Repartur

25%

20%

15%

rel. Haufigkeit

10%

5%

0% AL

10 30 50 70 90 110 130 150 170 190 210

Fahrkilometer (in 1'000 km)

Die Schwierigkeit bei dieser Aufgabe besteht darin, dass das erste Kategorienintervall drei Mal und
letzte vier Mal so gross ist wie die dazwischenliegenden. Fir eine visuelle bzw. flachenmassig kor-
rekte Darstellung missen die Haufigkeiten in diesen Kategorien durch drei bzw. vier dividiert wer-
den.
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12.2 Aufgaben zu GRAFISCHE DARSTELLUNGEN

12.2.1 Geschwindigkeitsmessungen (Seite 17)

Geschwindigkeitsprobemessungen in einem Wohngebiet

Anzahl Vorkommnisse
O _L N WO O N ©

Wi [

44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57

Geschwindigkeitin km/h

Die Schwierigkeit bei dieser Aufgabe besteht darin, dass die Geschwindigkeit von 47 km/h und 56
km/h nicht vorkommt, und somit bei diesen beiden Geschwindigkeiten keine Saulen eingezeichnet
werden dirfen. Die Schwierigkeit ist nicht besonders gross, wenn man die grafische Darstellung
manuell erstellt. Wird die grafische Darstellung aber mit einer Software gemacht, dann ist - wegen
der vorhandenen 'Licken' - die Verwendung des Typs 'Saulen-Diagramm' nicht anwendbar.

Die Abstande zwischen den Saulen kénnten auch weggelassen werden. Dann ware die Darstellung
ein Histogramm der dreissig Probemessungen. Diese Art der grafischen Darstellung kdnnte wie folgt
begriindet werden: Die Geschwindigkeitsmessungen vom Radargerat stellen gerundete Werte dar
(z.B. Probemessungsangabe von 45 km/h: gerundeter Wert einer effektiven Probemessung im Be-
reich von 44.50 km/h und 45.49 km/h). Auf der X-Achse sind somit stetige Daten.

Dieses Argument ware aber bei z.B. der folgenden Fragestellung nicht mehr gultig: Bei einem neu-
artigen Computer-Spiel kénnen von den Spielern lediglich ganze Punkte gewonnen werden.

FUr die letzten dreissig Spiele wurde folgende Anzahl Punkte von den Spielern gewonnen....
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12.2.2 Farbpraferenzen von Autokaufern (Seite 17)

Saulendiagramm:

Farbpraferenzen von Autokaufer

25

20

15

10

Anzahl Vorkommnisse

schwarz weiss rot andere

Balkendiagramm:

Farbpraferenzen von Autokaufer

andere

rot

weiss

schwarz

10 15 20 25

Anzahl Vorkommnisse

o
(&)
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Kreis-Diagramm:

Farbpréaferenzen von Autokaufer

andere
26.1%

schwarz
17.4%

Wenn die Rubrik 'andere' nicht aufgefihrt worden ware, diirfte kein Kreis-Diagramm gezeichnet wer-
den, da dieses immer unterstellt, dass man die ganze Summe von Merkmalstragern kennt.

Die Schwierigkeit bei dieser Aufgabe besteht darin, dass sich die Saulen bzw. Balken bei den ent-
sprechenden Diagrammen nicht beriihren dirfen. Dadurch wiirde visuell vorgetauscht, dass es sich
um 'kontinuierliche' Merkmalsauspragungen handelt.
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12.2.3 Zivilstand in den USA (Seite 17)

Frauen

Manner

verwittwet
10.0%

verwittwet

verheiratet 2.5%

56.1% geschieden /
geschieden / getrennt
getrennt 12.6%
10.1%

Wenn der Radius des Kreisdiagrammes der Manner z.B. 1.8 cm betragen wirde, dann musste der
Radius des Kreisdiagrammes der Frauen 2.2 cm ausmachen.

. . Merkmalstragersumme
Radius Frauen — Radius Manner P 9 Frauen
Merkmalstragersumme .. o

60%
Radius (.., = 1.8 cm - /ﬁ =2.2cm
O Manner

in Grad
Manner Frauen
ledig 112.7 90.4
verheiratet 201.9 188.2
verwittwet 9.0 36.0
geschieden / getrennt 36.4 454
360.0 360.0

Da der Frauen- bzw. Manner-Anteil unterschiedlich gross ist, besteht die Schwierigkeit bei dieser
Aufgabe darin, dass die beiden Kreis-Diagramme nicht gleich gross gezeichnet werden durfen. Fla-
chenmassig mussen sich die beiden Kreise entsprechend des Frauen- bzw. Manner-Anteils unter-

scheiden.
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12.2.4 Kartoffel-Ernte (Seite 18)

Entwicklung der Kartoffelernte der Farm der Familie Miiller

300
250 (n.a. |

200 HoaH N

150 RHRNHRSSH

in Tonnen

100 AN HNNHSNH

50 NSNS
(RAN

2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010
n.a.

Jahr

Entwicklung der Kartoffelernte der Farm der Familie Miiller

300
250 /e\\ ./e\‘/‘
200 2

150

in Tonnen

100

50
0 /\v‘

2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010
n.a.

Jahr

Die Schwierigkeit bei dieser Aufgabe besteht darin, dass das Jahr 1996, fur das keine Angaben
vorhanden sind, speziell gekennzeichnet werden muss. Zudem darf beim Linien-Diagramm keine
Verbindung zwischen der Merkmalsauspragung fir das Jahr 1995 und 1997 'gezogen' werden.

Im Saulendiagramm konnten die Abstande zwischen den Saulen auch weggelassen werden, da
man argumentieren kdnnte, die Zeitachse X sei stetig. Darin liegt auch die Begriindung fir die zweite
Lésung anhand eines Liniendiagramms. Wenn man aber beachtet, dass die Kartoffelernte pro Jahr
eine Total-Summe fir ein ganzes Jahr darstellt, ist das vorstehende Argument nicht ganz stichhaltig.
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12.3 Aufgaben zu INDEXZAHLEN

12.3.1 Konzernumsatz-Entwicklungn (Seite 29)

Umséatze 2011

Land /
Konzern

USA
Grossbritannien
Deutschland
Schweiz

Total Konzern

Umsatze 2012

Land /
Konzern

USA
Grossbritannien
Deutschland
Schweiz

Total Konzern

Wert-Index

Preis-Index

Mengen-Index

"Translation-
Kurs'
2011

Po

0.888
1.421
1.233
1.000

"Translation-
Kurs'
2012

Pi

0.939
1.487
1.205
1.000

Umsatz
in Lokal-
wahrung

(in 1'000)
%o

4’500
2’500
6’000
12’000

Umsatz
in Lokal-
wahrung

(in 1'000)
o]

5’000
3’000
6’100
11’900

(a)
Umsatz
in Konzern-
wahrung
(in 1'000)

3’996
3'553
7’398
12°000

26’947

(c)
Umsatz
in Konzern-
wahrung
(in 1'000)

4’695
4461
7’351
11°900

28’407

=(c)/(a)

nach Laspeyres = (b) / (a)
nach Paasche = (c) / (d)

nach Laspeyres = (d) / (a)
nach Paasche = (c) / (b)

"Translation-
Kurs'
2012

Pi

0.939
1.487
1.205
1.000

"Translation-
Kurs'
2011

Po

0.888
1.421
1.233
1.000

105.418%

100.841%
101.003%

104.371%
104.539%

Veranderung des konsolidierten Umsatzes des Konzerns in Konzernwahrung
gegenlber Vorjahr:

Umsatz
in Lokal-
wahrung

(in 1'000)
%o

4’500
2’500
6’000
12’000

Umsatz
in Lokal-
wahrung

(in 1'000)
o]

5’000
3’000

6’100
11’900

gleich

mal

Unter der Voraussetzung, dass die Veranderung des Lokalwdhrungsumsatzes als «reine»
Mengenabweichung hervorgehoben werden mdchte, setzt sich die Veranderung wie folgt zusammen:

¢ Veranderung aufgrund von Wechselkursabweichungen (Wechselkursveranderungen

gegenuber Vorjahr gewichtet mit den Lokalwahrungsumsatzen des laufenden Jahres)
» Veranderung aufgrund von Umsatzabweichungen in Lokalwahrungen (Lokalwahrungs-
umsatzveranderungen gegentber Vorjahr gewichtet mit den Wechselkursen des Vorjahres)

(b)
Umsatz
in Konzern-
wahrung
(in 1'000)

4’226
3718
7’230
12°000

27’173

(d)
Umsatz
in Konzern-
wahrung
(in 1'000)

4’440
4’263
7°521
11°900

28’124

gleich
] mal
5.42%

1.00%

4.37%

Ein Wert-Index setzt sich immer aus einem Paasche-Preis-Index und einem Laspeyres-Mengen-
Index (bzw. vice versa) zusammen (siehe rechte Seite der obigen Index-Berechnungen)!
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12.3.2 Auswirkung der Inflation auf die Erfolgsrechnung eines Unterneh-

mens (Seite 30)

IST-Erfolgsrechnung der Handels-AG 2012

Materialaufwand 150 | Erlos
Personalaufwand 50
Ubriger Verwaltungs- und
Vertriebsaufwand 30
Betriebserfolg 20
250

voraussichtliche "Preisveranderungen”:

Materialaufwand 8.0% Erlos
Personalaufwand 2.0%
Ubriger Verwaltungs- und

Vertriebsaufwand 1.5%

Preis-Index des Betriebserfolgs (nach Laspeyres):

1.05-250-1.08 - 150 -1.02 - 50 - 1.015 - 30
= 1-250-1-150-1-50-1-30

= 0.9525

Rechnerische Kontrolle:
Budget-Erfolgsrechnung der Handels-AG 2013

250

250

5.0%

Materialaufwand 162.00 | Erlos
Personalaufwand 51.00
Ubriger Verwaltungs- und
Vertriebsaufwand 30.45
Betriebserfolg 19.05
262.50

Budgetierte Veranderung des Betriebserfolgs gegeniber Vorjahr:

262.50

262.50

-4.75%
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12.3.3 Preis- und Mengenentwicklung eines Schnellimbissrestaurants
in Zurich?% (Seite 30)

zu erstem Punkt:

Paasche-Preisindex: Preise werden zu Mengen des Jahres 2012
gewichtet.
far 2011: 112.00
fur 2012: 109.00
= 0.9732 bzw. 97.32%

Die Preise von 2012 sind im Durchschnitt gegeniiber 2011 um
2.68% gesunken.

zu zweitem Punkt:

Wert- bzw. Umsatz-Index = Paasche- mal Laspeyres-
Preisindex Mengenindex
= 0.9732 mal 0.9500
= 0.9245 bzw. 92.45%

Demnach ist der Umsatz von 2012 gegeniiber 2011 um
7.55% gesunken.

12.3.4 Einkaufs- und Verkaufspreisentwicklung eines Handelsunternehmens

(Seite 31)

zu erstem Punkt:

Laspeyres-Preisindex -> Die Gewichtung erfolgt via die Mengen von 2010; nur die Preise
andern sich von Jahr zu Jahr.

Einkaufspreis- Verkaufspreis-
Index Index
Artikelgruppe 'Celfa’ Artikelgruppe 'Celfa’
2010 100.00 100.00
2011 111.59 100.00 106.19 100.00
2012 106.01 95.00 106.67 100.45

293 siehe auch ECKSTEIN, 1998, S. 23+128.
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zu zweitem Punkt:

Reales Austauschverhaltnis gegeniber 2010 (Indexstand Verkaufspreise / Indexstand Einkaufspreise)

2011 95.16
2012 100.62

Sowohl der Index der Einkaufspreise als auch der Index der Verkaufspreise ist 2011 gegeniiber
2010 gestiegen. Der Index der Einkaufspreise ist aber starker gestiegen als derjenige der
Verkaufspreise, was sich in einer Reduktion des realen Austauschverhaltnisses um rund

4.84 Indexpunkten niederschlagt (Reduktion Bruttogewinn-Marge!).

2012 gegenuber 2011 ist der Index der Einkaufspreise gesunken, wahrend der Index der
Verkaufspreise noch etwas gestiegen ist. Dadurch hat sich gegeniiber dem Vorjahr das reale
Austauschverhaltnis um 5.46 Indexpunkte erhéht (Erhéhung Bruttogewinn-Marge!).
Die Erhéhung des realen Austauschverhaltnisses (2012) ist grésser ausgefallen als die
Verringerung (2011), was in einem 2012 (gegenuber 2010) insgesamt hoheren realen
Austauschverhaltnis von 0.62 Indexpunkten mindet.

zu drittem Punkt:

Um eine Vergleiche von unterschiedlichen Warenkdrben vornehmen zu kénnen,
werden die Indizes verkniipft bzw. verkettet.

Einkaufspreis-Index Verkaufspreis-Index

Artikelgruppe 'Celfa’ Artikelgruppe 'Celfa’

alter neuer alter neuer

Index Index Index Index
2008 100.00 93.63 100.00 93.37
2009 105.23 98.53 102.30 95.52
2010 106.80 100.00 107.10 100.00
2011 119.18 111.59 113.73 106.19
2012 113.22 106.01 114.24 106.67

Aufgrund der obigen 'verketteten' Index-Reihe ist ersichtlich, dass der Indexstand der
Einkaufspreise unter demjenigen der Verkaufspreise liegt.

Dies bedeutet, dass sich das reale Austauschverhaltnis bzw. die Bruttogewinnmarge im Jahr
2012 beziiglich 2008 leicht verbessert hat.
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12.4 Aufgaben zu MITTELWERTE UND KENNZAHLEN DER STREUUNG

12.4.1 Anzahl defekter Teile (Seite 48)

Modus 9.00 defekte Teile
arithmetisches Mittel 9.95 defekte Teile
Standardabweichung einer Stichprobe 1.40 defekte Teile

Berechnungs-Details

X ZIZ(xi—X)Z
X = s= |—
n n—1

Anzahl de-
fekte Teile

X; (x; — %) (x; — %)°
9 -0.95 0.91
11 1.05 1.09
12 2.05 4.18
9 -0.95 0.91
9 -0.95 0.91
12 2.05 4.18
9 -0.95 0.91
12 2.05 4.18
9 -0.95 0.91
8 -1.95 3.82
9 -0.95 0.91
8 -1.95 3.82
11 1.05 1.09
9 -0.95 0.91
12 2.05 4.18
11 1.05 1.09
8 -1.95 3.82
11 1.05 1.09
10 0.05 0.00
11 1.05 1.09
10 0.05 0.00
9 -0.95 0.91

= 219 40.95

x= 9.95
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12.4.2 Einkaufs- und Verkaufspreise (Seite 48)

2021
2022
2023

2021
2022
2023

220 -%)?
Tl Tn-1

Einkaufspreise pro Einheiten

Xi

2.50
3.00
3.50

by 9.00
x = 3.000
S =

Einkaufspreise pro Einheiten

Xi

4.00
5.00
6.00

15.00
5.000

0 KM
Il

Ccv

O—%)  (—x)?2
-0.50 0.25
0.50 0.25
0.50
0.500

16.67%

(x; — %) (x; — X)?
-1.00 1.00
1.00 1.00
2.00
1.000

20.00%

Verkaufspreise pro Einheiten

Xi

10.00
10.50
11.50

32.00
10.667

(i — %)

-0.67
-0.17
0.83

Verkaufspreise pro Einheiten

Xi

5.00
4.50
4.00

13.50
4.500

(x; — %)

0.50

-0.50

(x; — %)?

0.44
0.03
0.69

1.17

0.764
7.16%

(x; — %)*
0.25

0.25
0.50

0.500
11.11%

Da sich die absoluten Einkaufs- und Verkaufspreise wesentlich voneinander unterscheiden, stellen
weder die arithmetischen Mittel noch die Standardabweichungen aussagefahige Kennzahlen dar.
Erst die 'relativierte' Standardabweichung bzw. der Variationskoeffizient zeigt, dass das Handelsun-
ternehmen sowohl bei Celfa 1 als auch bei Celfa 2 ein grosseres Risiko (d.h. grosserer Variations-
koeffizient) auf der Beschaffungsseite aufweist als auf der Absatzseite. Eine mdgliche Erklarung
dafur ware z.B., dass die Einkaufspreise durch den internationalen Spot-Markt vorgegeben sind,
wahrend die Verkaufspreise durch inlandischen Konkurrenzdruck nur 'verzdégert' angepasst werden
kénnen. Das Handelsunternehmen ist somit einem mangelnden 'Preistiberwalzungsrisiko' ausge-

setzt.
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12.4.3 Fahrkilometer einer PKW-Flotte (Seite 49)

Distanz (Klassenmitte) Haufigkeit kum.
(in 1'000 Meilen) (absolut) Haufigkeit
(absolut)
10 10.67 10.67
30 10.67 21.33
50 10.67 32
70 ab 60 bis und mit 80 25 57
90 ab 80 bis und mit 100 34 91 «~ 95
110 ab 100 bis und mit 120 46 137
130 ab 120 bis und mit 140 33 170
150 5 175
170 5 180
190 5 185
210 5 190

Histogramm iiber Anzahl Fahrkilometer von PKW's bis zur ersten
grosseren Repartur

50
_ 40
3
o 30
>
:©
T 20
[%2]
Ko
® 10 I —
0 A\
v 10 30 50 70 90 110 130 150 170 190 210
Fahrkilometer (in 1'000 km)
Modus Liegt in der Klasse ab 100 bis und mit 120
Median Liegt am Anfang der Klasse ab 100 bis und mit 120
(interpoliert: 100 + ((4/46)*20) = 101.7)
arithmetisches Mittel Kann nur mit den einzeln festgestellten Anzahl

Fahrkilometern korrekt berechnet werden.
Approximativ, aufgrund der Klassenmitten, kann
folgende durchschnittliche Anzahl Fahrkilometer
berechnet werden: 98’526

Lésung Median (interpoliert): Da die PKW-Flotte mehr als ca. 100 PKW aufweist, wurde der Median
bei'n/2'bzw. '190/ 2 = 95' Vorkommnissen berechnet. Ganz korrekt ware es, wenn der Median bei
'n+ 1) /2" bzw. '(190 + 1) / 2 = 95.5' Vorkommnissen berechnet wirde. Daraus ergabe sich ein
(interpolierter) Median von: 100 + ((4.5/46)20) = 101.96. Die beiden Resultate unterscheiden sich
nur unwesentlich. Zudem ist festzuhalten, dass ein 'interpolierter' Median eine gleichmassige Ver-
teilung innerhalb der Kategorie unterstellt, was nur in ganz wenigen Fallen tatsachlich zutrifft.
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12.4.4 Anzahl Arbeitsunfille in einem Unternehmen?®* (Seite 49)

Modus 0.00 Arbeitsunfalle je Mitarbeiter

Median 0.00 Arbeitsunfalle je Beschaftigter
arithmetisches Mittel 0.12 Arbeitsunfalle je Beschaftigter
Standardabweichung 0.38 Arbeitsunfélle je Beschéftigter

Berechnungs-Details

o oze YW - x;) oo NG -2 - wy]
K x= >w; 2w
Anzahl Ar- relative
beitsunfalle Haufigkeit
X; w; (w; - x;) (x; — ) (i —w?  (g—mw?-w
0 90% 0.00 -0.12 0.014 0.013
1 8% 0.08 0.88 0.774 0.062
2 2% 0.04 1.88 3.534 0.071
= 3 100% 0.12 2.64 4.323 0.146
U=x= 0.12
o= 0.38

Die Aussagekraft der beiden Kennzahlen ist flr sich allein gesehen nicht sehr gross. Werden diese
aber Uber die Zeit hinweg verfolgt, sind entsprechende Aussagen Uber deren Entwicklung méglich.

294 siehe auch ECKSTEIN, 1998, S. 6+111.
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12.5 Aufgaben zu WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG

12.5.1 Terramare AG (Seite 68)

a) siehe die einzelnen Matrix-Zellen in der untenstehenden Entscheidungstabelle
b) siehe letzte Spalte in der untenstehenden Entscheidungstabelle

c) Obwohl bei Einkaufsvariante 2000 kg und 3000 kg der gleiche Erwartungswert, namlich CHF
7'000, resultiert, ist die Variante 2000 kg vorzuziehen, da sie eine kleinere Streuung (bzw. Risiko)

aufweist.

Matrix der taglichen Zahlungsiiberschiisse

Hraelj?.g\li:. . 10% 30% 30% 20.0% 10.0%

Absatzl 000 ke | 2'000kg | 3'000kg | 4'000kg | 5'000 kg |FTVETTUNES”

Einkauf wert

1'000 kg 4000.00| 4’000.00| 4'000.00| 4’000.00| 4'000.00| 4’000.00
2'000kg | -2'000.00| 000.00| 8000.00| 8000.00| 8000.00| 7°000.00
3'000kg | -8'000.00| 2’000.00 | 12°000.00 | 12°000.00 | 12°000.00|  7°000.00
4'000kg | -14'000.00| -47000.00| 6000.00| 16°000.00 | 16°000.00|  4'000.00
5'000kg | -20°000.00 | -10°000.00 0.00 | 10°000.00 | 20°000.00| -1°000.00
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12.5.2 Ventilkolben-Unternehmen (Seite 69)

12.5.2.1 Losungsvorschlag
zu erstem Punkt:

Ergebnistabelle bezliglich zusatzlichem Gewinn des Auftrags

Umweltzusténde opt. real. pess.| Erwartungs- Minimax-
Szenario Szenario Szenario wert Prinzip

Alternativen 25% 45% 30%
Aufrag annehmen 18’000.00 6’000.00 | -8°000.00 4'800.00 -8000.00
Auftrag ablehnen 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

zu zweitem Punkt:

Der Erwartungswert bezliglich zusatzlichen Gewinns des Auftrages bei der (Entscheidungs-)Alter-
native 'Auftrag annehmen' betragt CHF 4'800.00, derjenige von 'Auftrag ablehnen' betragt CHF 0.00.
Das Unternehmen sollte somit die (Entscheidungs-)Alternative 'Auftrag annehmen' wahlen (Maxi-
mierung der (Entscheidungs-)Alternativen).

zu drittem Punkt:

Bei (Entscheidungs-)Alternative 'Auftrag annehmen' ist die unguinstigste Situation CHF -8'000.00,
bei 'Auftrag ablehnen' CHF 0.00. Das Unternehmen sollte somit die (Entscheidungs-)Alternative
'Auftrag ablehnen' wahlen (Maximierung der (Entscheidungs-)Alternativen).

zu viertem Punkt:

Von der Ergebnistabelle des Lésungsvorschlages beim ersten Punkt wird pro Szenario der maxi-
male zusatzliche Gewinn genommen, da das Unternehmen anhand der zusatzlichen Abklarungen
jeweils genau weiss, wie hoch der zusatzliche Gewinn sein wird und entsprechend den Auftrag an-
nimmt oder ablehnt. Da noch ungewiss ist, welches Szenario nach den zusatzlichen Abklarungen
Glltigkeit haben wird, ermittelt man den Erwartungswert dieser so ermittelten (maximalen) zusatzli-
chen Gewinne. Die Differenz zum (maximalen) Erwartungswert des Lésungsvorschlages beim zwei-
ten Punkt ist der 'Wert der vollkommenen Information'.

Umweltzusténde opt. real. pess.| Erwartungs-
Szenario Szenario Szenario wert
25% 45% 30%
zusatzlicher Gewinn 18'000.00 6’000.00 0.00 7°200.00

Das Unternehmen sollte nicht mehr als CHF 2'400.00 (CHF 7'200.00 minus CHF 4'800.00) fur die
zusatzlichen Abklarungen ausgeben.
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12.6 Aufgaben zu Stetige Zufallsverteilungen

12.6.1 Lebensdauer eines Batterietyps (Seite 93)

'X" entspreche der Lebensdauer in Stunden des Batterietyps. 'X' ist gemass obigen Angaben nor-
malverteilt mit den Parametern: arithmetisches Mittel von 37 Stunden und Standardabweichung von
4.5 Stunden.

Die diesbezugliche Dichtefunktion sieht wie folgt aus:

‘ Lebensdauer eines Batterietyps ‘

0.10 4

0.09 -

0.08 -

o o

o o

> <
L L

Normalverteilung
o
o
()]
L

0.04 -

0.03 -

0.02 +

0.01 1 18.67% 18.67%

0.00 — T — e,
22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52
Lebensdauer in Stunden

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Batterie dieses Typs eine Lebensdauer von 33 Stunden und mehr
aufweist entspricht der Wahrscheinlichkeit P(A) mit folgender Standardvariablen:

z>E >335 g9 , d.h. gemass Standardnormalverteilungstabelle ergibt dies eine Wahr-
schelnllchkelt von: 0.3133 + 0.5 =0.8133

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Batterie dieses Typs eine Lebensdauer von 41 Stunden und mehr
aufweist, entspricht der Restwahrscheinlichkeit P(B) mit folgender Standardvariable:

7> >3 5 1089 , d.h. gemass Standardnormalverteilungstabelle ergibt dies eine Rest-
wahrschelnllchkelt von: 0.5-0.3133 = 0.1867

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Batterie dieses Typs eine Lebensdauer zwischen 33 und 41 Stun-

den aufweist, betragt somit:
P(A) — P(B) = 0.8133 — 0.1867 = 0.6266 = 62.66%
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12.6.2 Anzahl 'Uberlebenstage’ einer Insektenart unter Laborbedingungen

(Seite 93)

'X' entspreche der Anzahl 'Uberlebenstage’ der Insektenart. 'X' ist geméass obigen Angaben normal-
verteilt mit den Parametern: arithmetisches Mittel von 95 Tagen und Standardabweichung von 25
Tagen.

Die diesbezigliche Dichtefunktion sieht wie folgt aus:

Anzahl Tage des Ueberlebens einer Insektenart unter
Laborbedingungen

0.016 -
0.015 4
0.014 -
0.013 4
0.012 A
0.011 +
0.010 +
0.009 A

> 110 Uberlebens-
tage sei 100%

0.008 -
0.007 4

Normalverteilung

0.006 -
0.005 4
0.004 -

dann auch > 130
Uberlebenstage
0.003 4 wire 29.46%
0.002 +

0.001 ~

0.000

5 20 35 50 65 80 95 110 125 140 155 170 185

Anzahl 'Ueberlebenstage’

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Insekt dieser Insektenart 110 Tage Uberlebt, entspricht der Rest-
wahrscheinlichkeit P(A) mit folgender Standardvariable:

z>EE >0 5 60 , d.h. gemass Standardnormalverteilungstabelle ergibt dies eine Rest-
wahrschelnllchkelt von: 0.5 - 0.2257 = 0.2743

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Insekt dieser Insektenart 130 Tage Uberlebt, entspricht der Rest-
wahrscheinlichkeit P(B) mit folgender Standardvariable:

z>EE S 1095 5 4 40 , d.h. gemass Standardnormalverteilungstabelle ergibt dies eine Rest-
wahrschelnllchkelt von: 0.5 - 0.4192 = 0.0808

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Insekt dieser Insektenart, das bereits 110 Tage Uberlebt hat, auch
noch 130 Tage Uberlebt, betragt somit:

B\ _ 0.0808 _ _
P (Z) = 200 = 0.2946 = 29.46%
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12.6.3 Klub der Besten (Seite 93)

'X" entspreche der Anzahl erlangter Punkte beim Eignungstest. 'X' ist gemass obigen Angaben nor-
malverteilt mit den Parametern: arithmetisches Mittel von 120 Punkten und Standardabweichung
von 20 Punkten.

Die diesbezugliche Dichtefunktion sieht wie folgt aus:

Eignungstest
0.020
0.019 -
0.018 -
0.017 A
0.016 -
0.015 A
0.014 A
0.013 A
o 0.012 A
5
T 0.011 A
5 0010 |
=
@© 4
£ 0.009
§ 0.008 -
0.007 -
0.006 1 > 155 Punkte
0.005 - gleich 4.01%
der
0.004 - Klubmitglieder
0.003 | je 50%
0.002 -
0.001 A
0.000

50 60 70 80 9 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190

Anzahl erreichte Punkte

Die Wahrscheinlichkeit, dass jemand 155 Punkte oder mehr erreicht und somit automatisch Klub-
mitglied ist, entspricht der Restwahrscheinlichkeit mit folgender Standardvariable:

z>EH 5 1557120 5 4 75 , d.h. gemass Standardnormalverteilungstabelle ergibt dies eine Rest-

o 0
wahrscheinlichkeit von: 0.5 - 0.4599 = 0.0401
Somit hat sind 4.01% der Studierenden automatisch Mitglieder des 'Klubs der Besten'.

Als nachstes ist gefragt, wie gross der Median der Klubmitglieder ist. Letzterer ist bekanntlich derje-
nige Wert, wo 50% der Vorkommnisse dartber und 50% darunter liegen. Die oben ermittelten 4.01%
mussen also halbiert werden.

Wird in der Standardnormalverteilungstabelle fur die Restwahrscheinlichkeit von 0.02005 (=
0.47995) die entsprechende Standardvariable 'z' gesucht, ergibt dies (nach Interpolation) den Wert
2.053.

Der Median an erreichten Punkten beim Eignungstest der Klubmitglieder bei dieser Standardvariab-
len ermittelt sich nun wie folgt:

2.053 = "‘2220 = x=20 - 2.053 + 120 = 161.06
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12.6.4 Alte Verarbeitungsmaschine (Seite 94)

'X" entspreche der Lange der von der alten Verarbeitungsmaschine hergestellten Metallteile. X' ist
gemass obigen Angaben normalverteilt mit den Parametern: arithmetisches Mittel von 20 cm und
Standardabweichung von '??' cm.

Gemass den obigen Angaben (10% der von der alten Verarbeitungsmaschine produzierten Metall-
teile sind weniger als 19 cm lang) kann via die Restwahrscheinlichkeit von 10% (= 0.40) die Stan-
dardvariable 'z' (nach Interpolation) gemass Standardnormalverteilungstabelle ermittelt werden.

Diese betragt: -1.282

Die Standardabweichung der Normalverteilung der alten Verarbeitungsmaschine kann nun via
"Transformationsformel' wie folgt ermittelt werden:

1282 =2~ 20 10 _ 0780
-71. = = = —— = (.
°= 1282

Die diesbezlgliche Dichtefunktion sieht wie folgt aus:

‘ alte Verarbeitungsmaschine ‘

0.50 -

0.45 -

0.40 -

0.35 -

0.30 -

0.25 -

Normalverteilung

0.20 -

0.05 4 ca. 0.5%

0.00

170 175 180 185 190 195 20.0 205 210 215 220 225 230

Metallteile in cm

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Lange der von der alten Verarbeitungsmaschine hergestellten Me-
tallteile 22 cm oder mehr erreichen, entspricht der Restwahrscheinlichkeit mit folgender Standard-
variable:

—2 2027_8200 > 2.564 , d.h. gemass Standardnormalverteilungstabelle ergibt dies eine Rest-

wahrscheinlichkeit von: 0.0052 (= 0.4948)

z>2E>

In anderen Worten bedeutet dies, dass die Wahrscheinlichkeit, dass die alte Verarbeitungsmaschine
Metallteile von Gber 22 cm produziert, nur knapp tber 0.5 Prozent betragt.
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12.6.5 Big Bath Accounting (Seite 94)

Ho: Es gibt keinen Zusammenhang zwischen dem Big Bath Accounting und einem Top Management
Wechsel.

H1: Es gibt einen Zusammenhang zwischen dem Big Bath Accounting und einem Top Management
Wechsel.

Freiheitsgrad df = 1 [(2-1) * (2-1)]

kritischer Wert der Chiquadratverteilung = 6.635 (bei einer Irtumswahrscheinlichkeit von 1%)
kritischer Wertder Chiquadratverteilung = 3.841 (bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5%)

beobachtet
Top-Mgmt-Wechsel
Ja Nein
. Ja 3 0 3
Big Bath Acc. Nein 3 15 18
6 15 21
erwartet
Top-Mgmt-Wechsel
Ja Nein
. Ja 0.8571 2.1429 3
Big Bath Acc.  \ein 51429  12.8571 18
6 15 21

Diff. = (beobachtet - erwartet)
Top-Mgmt-Wechsel

Ja Nein
) Ja 21429 -2.1429
Big Bath Acc. Nein -2.1429 2.1429

Diff. quadriert
Top-Mgmt-Wechsel

Ja Nein
. Ja 45918 4.5918
Big Bath Acc. Nein 4.5918 4.5918

(Diff. quadriert) / erwartet

Top-Mgmt-Wechsel

Ja Nein Summe aller Zelleninhalte =
. Ja 5.3571 2.1429 8.75
Big Bath Ace.  \qin 0.8929 03571  => standardisierte Priffgrésse

Die Ho-Hypothese kann verworfen werden, weil der errechnete Test-Wert bzw. die standardisierte
Prifgrosse grosser ist als der kritische Wert. Deshalb wird die Hi-Hypothese angenommen bzw. ein
statistisch signifikanter Zusammenhang zwischen dem Big Bath Accounting und einem
Top-Management-Wechsel bejaht. [Hinweis: der p-Wert betragt: 0.31%)

Hinweis: 29%5Bei der Anwendung des Chiquadrat-Tests ist dann Vorsicht geboten, wenn nur zwei Un-
terscheidungsmerkmale in den Kategorien vorkommen oder wenn mehr als ca. 20% der Anzahl
'Zellen' weniger als finf (erwartete) Vorkommnisse in der 'Zelle' aufweisen. Bei der vorliegenden
Untersuchung treffen beide 'Limitierungen' der Chiquadrat-Test-Anwendung zu. Aus diesem Grund
wurde auch noch der 'Fisher's Exact Test' mit einem Statistik-Software-Paket durchgefiihrt. Dieser
weist nun einen erhdhten p-Wert von 1.5% auf. Das Vertrauensniveau von 99% ware anhand dieses
Tests nicht mehr erfullt.

2% siehe MASON, LIND, MARCHAL, 1967, 192000, S. 521f.
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12.7 Aufgaben zu STICHPROBENTHEORIE UND
STICHPROBENVERTEILUNGEN

12.7.1 Bestimmung des Vertrauensintervalls des tatsachlichen, durch-
schnittlichen Vitamingehalts einer bestimmten Speise (Seite 107)

Das Vertrauensintervall flr den tatsachlichen, durchschnittlichen Vitamingehalt dieser Speise be-
rechnet sich aufgrund obiger Angaben wie folgt:

S 3
=X +t—-z=11+—-2z
. Vn V64

Daraus kann die Dichtefunktion des tatsachlichen, durchschnittlichen Vitamingehalts dieser Speise
ermittelt werden. Diese sieht wie folgt aus:

Verteilung des arithmetischen Mittels des tatsdchlichen
Vitamingehalts
1.10 ~
1.05 A
1.00 A
0.95
0.90 A
0.85
0.80 -
0.75 A
0.70 A
2 0.65 -
= 060 |
% 055 1
=
g 0.50 A
S 0.45
Z 0.40
0.35 A
0.30 +
0.25 A
0.20 -
0.15 4
0.10 2.5% 2.5%
0.05 A
0.00 T T T T T T T T " T —
950 9.75 10.00 10.25 10.50 10.75 11.00 11.25 11.50 11.75 12.00 12.25 12.50
Vitamingehalt in mg

Gemass den obigen Angaben (95%ige Wahrscheinlichkeit) kann via die Restwahrscheinlichkeit von
2.5% die Standardvariable gemass Tabelle ermittelt werden. Auf jeder 'Seite' der Standardnormal-
verteilung mussen also noch die Halfte von 100% - 95%, also 2,5%, der Restwahrscheinlichkeit
madglich sein.

z betragt somit: +/- 1.96

S,
Vn

Durchschnittliche Vitamingehaltsangabe bei der bestimmten Speise: Uber 10.265 mg
(Diese Angabe trifft in 97.5% der Falle zu.)

3
u=x * 1.96=11iﬂ-1.96=11i0.735mg
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12.7.2 Automat zur Herstellung von Metallteilen (Seite 107)

zu erstem Punkt:

Anstelle der Ublichen Fragestellung nach der Beantwortung des Vertrauensintervalls des arithmeti-
schen Mittels der Grundgesamtheit wird hier das Vertrauensintervall des Stichprobenmittels ver-
langt. Letzteres leitet sich wie folgt her:

t 12 srmnt2-L =80 +196- 220 _g0 401307
=X rZ- — X = TZ: — = . 1. e = - U.
K vn =2 V36

798693 < % < 80.1307

Die Dichtefunktion des arithmetischen Mittels der Stichprobe aufgrund der Grundgesamtheitspara-
meter ergibt folgendes Bild:

Erwartete Stichprobenverteilung des arithmetischen Mittels der
Metallstabliange aufgrund der Grundgesamtheitsparameter

6.0 ;

55 4

5.0 1

4.5 A

4.0 A

3.5 1

3.0 1

25 1

Normalverteilung

2.0 1

2.5% 2.5%
0.5 1

0.0 T T T T T T T — T —
79.75 7980 79.85 79.90 7995 80.00 80.05 80.10 80.15 80.20 80.25

Metallstablange in mm

zu zweitem Punkt:

80.2 mm ist ausserhalb des Vertrauensintervalls, was bedeutet, dass der Automat nicht korrekt bzw.
nicht mehr fir die Herstellung von Metallstdben mit der durchschnittlichen Lange von 80 mm einge-
richtet ist. Unterstellt ist dabei ein Vertrauensintervall von 95%.

Hier kdnnte aber auch ein Hypothesentest vorgenommen werden. Die Null- und die Alternativ-Hy-
pothese lauten wie folgt:

Hy=p = 80mm

Hi=p # 80mm

Da die Alternativ-Hypothese via das Ungleichzeichen in beide Richtungen formuliert ist, handelt es
sich hier um einen zweiseitigen Test. Der kritische z-Wert ist somit 1.96. Die Test-Statistik ergibt
daraus folgend Prifgrosse:

X-pU 80.2-80 0.2

*x — —_ — —_
2= =040 " 00667 _ >0
Vn V36

Da die Test-Statistik ausserhalb des kritischen Wertes liegt, also im Ablehnungsbereich, wird die
Null-Hypothese abgelehnt und somit die Alternativ-Hypothese angenommen, d.h. der Automat ist
nicht mehr korrekt eingestellt
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12.7.3 Bestimmung des Vertrauensintervalls des tatsachlichen, durch-
schnittlichen Milliliter-Inhalts von 3.5 dl Soft-Drink-Flaschenz» (Seite

108)

Das Vertrauensintervall des durchschnittlichen Milliliter-Inhalts der 3.5-dI-Soft-Drink-Flaschen der
Grundgesamtheit berechnet sich aufgrund obiger Angaben wie folgt:

s 1.3904
p=zx+ 7 t (n-1y) = 350.7500 + N t (16-1)

Aufgrund der obigen Angaben kann der t-Wert gemass T-Verteilungs-Tabelle bei zweiseitigem Test
und einem Signifikanzniveau von 5% bzw. 1%2 fir 'n - 1' Freiheitsgrade (df) ermittelt werden.

t(n—l) = t(15) = i 2.131 bzw. i 2.947

Signifikanzniveau von 5%:

s
ﬁ “t (n-1) = 350.7500 £ 0.3476 - 2.131 = 350.7500 £ 0.7407

350.0093 < p < 351.4907

M=Xxx

Signifikanzniveau von 1%:

S
7= Loty = 3507500 £ 0.3476 - 2.947 = 350.7500 + 1.0244
n

349.7256 < u <351.7744

p=xt

oder gemass Auswertung von PHStat:2%8

Vertrauensniveau 95% Vertrauensniveau 99%

Sample Standard Deviation d 1.3904 Sample Standard Deviation d 1.3904
Sample Mean g 350.7500 Sample Mean g 350.7500
Sample Size g 16 Sample Size g 16
Confidence Level 95% Confidence Level 99%
Standard Error of the Mean 0.348 Standard Error of the Mean 0.348
Degrees of Freedom 15 Degrees of Freedom 15
t Value 2.131 t Value 2.947
Interval Lower Limit 350.009 Interval Lower Limit 349.726
Interval Upper Limit 351.491 Interval Upper Limit 351.774

Wenn eine Milliliter-Angabe, z.B. 3.5 dl, an der Flasche angebracht werden soll, ware aufgrund der
vorliegenden Stichprobe das arithmetische Mittel der Grundgesamtheit in rund 2.4% der Falle unter
den 3.5 dl (Achtung: In diesem Fall ist nur ein einseitiger Test gefragt, d.h. kleiner als 3.5 dl).

2% gjehe auch UPTON, COOK, 1996, 21997, S. 392.
297 gignifikanzniveau = (1 - Vertrauensniveau)
298 'PHStat® ist eine Add-In-Statistik-Software von Prentice Hall, Inc., zur Tabellenkalkulationssoftware Excel®. Mit PHStat

konnen fast alle in diesem Buch erwahnten 'statistischen' Probleme geldst werden. Es wird auf der CD-ROM im Lehr-
buch von BERENSON, LEVINE kostenlos mitgeliefert.
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12.8 Aufgaben zu HYPOTHESENTESTS

12.8.1 Ausschuss-Anteil gut und schlecht eingestellter Maschine (Seite 117)

Losungsvariante 'Vertrauensintervall':

Das Vertrauensintervall fir den tatsachlichen Ausschussanteil der Maschine berechnet sich auf-
grund obiger Angaben wie folgt:

—ps TP 20, 1004096 04 0.00876
FEPT n 275007 s00 ZTUUFED z

Gemass den obigen Angaben (Signifikanzniveau von 10%) kann via die Restwahrscheinlichkeit von
5% die Standardvariable gemass Tabelle ermittelt werden. Auf jeder 'Seite' der Standardnormalver-
teilung mussen also noch die Halfte von (100% - 90%), also 5%, der Restwahrscheinlichkeit mdglich
sein.

z betragt somit: +/- 1.645

. Ppa-p 20 004096
T=px n O =500 |7 500 '

= 0.04 £ 0.00876 - 1.645 = 0.04 + 0.01441 d.h. zwischen 2.559% und 5.441%

Die Maschine ist also eher schlecht eingestellt, da innerhalb des Signifikanzniveaus von 10% die
5%-Marke Uberschritten, nicht aber die 2%-Marke unterschritten wird. Via den p-Fehler kdnnte auch
argumentiert werden: dieser ist bei der 'Verteilung von 5%' klar tber 50%, bei der 'Verteilung von
2%' deutlich unter 50%.

Die Dichtefunktionen bei 2%, 4% und 5% Ausschuss-Anteil der Maschine sehen wie folgt aus:

‘ Ausschuss-Anteil Maschine ‘

[ N~ S B B )
S o o o o o o o
L L L L )

Normalverteilung

N
o

20 -

0« f T T T " " " T T ? g
00% 05% 1.0% 15% 20% 25% 30% 35% 4.0% 45% 50% 55% 60% 65% 7.0% 75% 80% 85%

Prozentualer Anteil defekter Stiicke

e Dichte-Fkt. 2% et Dichte-Fkt. 4% ++--m---- Dichte-Fkt. 5%
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Losungsvariante '"Hypothesentest':

Wird die Fragestellung via Hypothesentest angegangen, sind zwei 'Tests' durchzuflihren, namlich
bezlglich der Null-Hypothese 2% (gut eingestellte Maschine) oder beztiglich der Null-Hypothese 5%
(schlecht eingestellte Maschine). Obwohl aufgrund der Angaben der Fragestellung klar hervorgeht,
dass es sich um einen einseitigen Test handelt (p = 4% ist grosser als 2% und kleiner als 5%), wird
hier lediglich aus Konsistenzgrunden mit der vorhergehenden Losungsvariante 'Vertrauensintervall'
ein zweiseitiger Test unterstellt.

Fall 'qut eingestellte Maschine':

Hy= m=0.02
Hy=m# 0.02

Der kritische z-Wert entspricht bei einem Signifikanzniveau von 10% +/- 1.645.
Die Test-Statistik berechnet sich wie folgt:

p-m 0.04 - 0.02 0.02
= = = —3.194
Jn -(1-n) Jo,oz 098 0.006261
n 500

Da die Test-Statistik grosser als der (positive) kritische Wert von +1.645 ist, wird die Null-Hypothese
verworfen, d.h. es liegt keine gut eingestellte Maschine vor.

Fall 'schlecht eingestellte Maschine':

H, = m=0.05
H1= T+ 0.05

Der kritische z-Wert entspricht bei einem Signifikanzniveau von 10% wiederum -/+ 1.645.
Die Test-Statistik berechnet sich wie folgt:

___P-m ___ 004-005 001 _ ..
\/n (1-n) J0_05 095 0.009747 :
n 500

Da die Test-Statistik zwischen den beiden kritischen Wert von -/+ 1.645 liegt, wird die Null-Hypo-
these nicht verworfen, d.h. es liegt eine schlecht eingestellte Maschine vor.

Quintessenz:

Beide Ldsungsvarianten fihren zum gleichen 'Ergebnis'. Es zeigt sich hier sehr deutlich, dass so-
wohl via das Vertrauensintervall bzw. den Hypothesentest eigentlich die gleiche Frage 'getestet’
wird, lediglich die Vorgehensweise ist unterschiedlich.
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12.8.2 'Test' Uiber besseres Management (Seite 117)

zu erstem Punkt:

Die Alternativ-Hypothese ist meistens die Aussage, die man am liebsten hatte, wenn sie eintrifft, Die
Null-Hypothese (bzw. die Hypothese, die getestet werden soll) ist somit diejenige Aussage, die man
hofft, dass sie nicht zutrifft, d.h. die Null-Hypothese testet meistens den Grundgesamtheitsparame-
ter.

Im vorliegenden Beispiel sind die Null- und Alternativ-Hypothese wie folgt zu definieren:

HO: M < 19
Hy: p > 19

Unter der Annahme, dass der EBIT normalverteilt, die Standardabweichung der Grundgesamtheit
nicht bekannt, dies ein einseitiger Test und das Signifikanzniveau 5% ist, gilt folgender kritische Wert
gemass T-Verteilungs-Tabelle:

t(n-l) = t(5) = 2.015

Wird dieser kritische Wert von der Test-Statistik Gberschritten, dann kann die Nullhypothese verwor-
fen werden, ansonsten nicht.

Die Test-Statistik sieht wie folgt aus

-y 25-19 6
ton* =" =78  ~3366
vn NG

Da die Test-Statistik von rund 1.84 den kritischen Wert von 2.015 nicht Ubersteigt, kann die Null-
Hypothese bei einem Signifikanzniveau 5% nicht verworfen, bzw. muss 'bejaht' werden. Dies be-
deutet hier, dass die Aussage des Managements, statistisch nicht untermauert werden kann, d.h.
der durchschnittliche EBIT von CHF 25 Mio. kann auch rein zuféllig bei einem Grundgesamtheits-
durchschnitt des EBIT von CHF 19 Mio. entstanden sein.

=1.8371

zu zweitem Punkt:

Wird in der T-Verteilungs-Tabelle bei 5 Freiheitsgraden (df = 5) horizontal von links nach rechts
'gefahren’, so sieht man, dass der T-Wert bei einem Signifikanzniveau von 10% (einseitiger Test)
1.476 betragt. Bei einem Signifikanzniveau von 10% wurde also die Null-Hypothese verworfen, d.h.
die Alternativ-Hypothese bzw. die Aussage des Managements wirde bejaht: der durchschnittliche
EBIT von CHF 25 Mio. des letzten Konjunkturzyklus' wirde sich statistisch vom langfristigen EBIT-
Durchschnitt von CHF 19 Mio. aller vorangehender Konjunkturzyklen abheben.

Da die Test-Statistik von 1.8371 naher beim T-Wert von 5% Signifikanzniveau liegt und weiter weg
von demjenigen von 10%, musste das Signifikanzniveau 'nur' wenig mehr als 5% festgelegt werden,
damit der Entscheid 'umgekippt' wirde. Bei einem Signifikanzniveau von 6.28% kann die Aussage
des Managements weder bejaht, noch verneint werden.
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12.8.3 Industrie-Teppich (Seite 118)

zu erstem Punkt:

Das Vertrauensintervall des durchschnittlichen Haltbarkeits-Index der Stichprobe berechnet sich wie
folgt:

= X+ d X = u+ b X = 500+ 150
_— X Z " — O er X _— Z , — ZWl X _— Z  —
u N u N NeT

Gemass der obigen Angabe soll das Vertrauensniveau 95% sein. Dies bedeutet umgekehrt formu-
liert ein Signifikanzniveau von 5% [a-Fehler oder auch 'Produzentenrisiko’ genannt]. Bei einem ein-
seitigen Test (hier verlangt) kann die Standardvariable 'z’ gemass Standardnormalverteilungstabelle
ermittelt werden. Dieses 'z' betragt somit: 1.645

o 150
X = u+ z-\/—% bzw. X = 500+ 1.645~E = 541.125

Der durchschnittliche Haltbarkeits-Index der Stichprobe miisste mehr als 541.125 Punkte aufweisen,
damit mit einem Vertrauensniveau von 95% ausgesagt werden kann, dass der neu entwickelte Tep-
pich-Typ eine grdssere durchschnittliche Haltbarkeit als die bisher produzierten Industrie-Teppiche
aufweist.

zu zweitem Punkt:

Die Wahrscheinlichkeit fur den Konsumenten berechnet sich aufgrund obiger Angaben wie folgt
(dies entspricht auch der Berechnung der Test-Statistik):

. o _ . X-u _ 541.125 - 600 _ 2358
x—,u+z-\/—z => z => v = T = ﬂ = -2.
Vn V36

Gemass Tabelle der Standardnormalverteilung entspricht dies einer (interpolierten) Restwahr-
scheinlichkeit von 0.00925 (= 0.5 - 0.49075) [bei z = -2.355].

Bei einem Stichprobenmittel von 541.125 ware die Wahrscheinlichkeit fir die Konsumenten, dass
die durchschnittliche Haltbarkeit des Teppichs nicht den von der F&E-Abteilung angegebenen Pa-
rametern des neu entwickelten Teppich-Typs entspricht 0.925% [B-Fehler oder auch 'Konsumenten-
risiko' genannt].
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Die Dichtefunktionen der Stichprobenmittel sehen wie folgt aus:

Verteilung @ Haltbarkeits-Index der Stichprobe

0.017 ~
0.016 ~
0.015 +
0.014 +
0.013 ~
0.012 ~
0.011 +
0.010 ~
0.009 -
0.008 -
0.007 +
0.006 -
0.005 +
0.004 -
0.003 +
0.002 +
0.001 +

0.000 A ‘ ‘ ‘ ‘ \ \ \ \ ‘ ‘ ‘ ‘
420 440 460 480 500 520 540 560 580 600 620 640 660 680

Normalverteilung

B-Fehler

Haltbarkeits-Index-Punkte

= Dichtefunktion fiir 500 === Dichtefunktion fiir 600
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12.9 Aufgaben zu REGRESSION UND KORRELATION

12.9.1 Problemstellung aus der Kostenrechnung (Seite 143)

an Kunden verrechnete,
monatliche Beraterstunden
(in Arbeits-Std.)

X

2'800
4300
5’600
6200
7'400
8’500

34’800

5’800

by

Total monatliche
Gemeinkosten
(in CHF)

Y

630°000
750°000
820°000
890°000
980’000
1°090°000

5160°000

Y= 860'000

b = Regressionskoeffizient (oder Steigung) =
ap = Regressionskonstante (oder Achsenabschnitt) =

Zu Punkt 1:

-3'000
-1'500
-200
400
1’600
2'700

-230°000
-110’000
-40°000
30000
120’000
230000

690°000°000
165°000°000
8°000°000
12'000°000
192'000'000
621°000°000

2= 168800000000 2.= 21'300000 2=

79.2488 CHF pro monatliche Beraterstunde
400°356.81 CHF bei Null monatlichen Beraterstunden (nur fiir relevanten Bereich gliltig!)

Die Gemeinkosten Y als lineare Funktion der an die Kunden verrechneten Beraterstunden X:

Y' = 400'356.81 + 79.2488 X

Zu Punkt 2:

r = Korrelationskoeffizient nach Bravais-Pearson =

r? = Determinationskoeffizient =

1'100°000
1'050°000
1'000°000
950’000
900’000
850'000
800°000
750’000
700°000
650’000
600’000

Gemeinkosten in CHF

0.9962

0.9924 bzw.

99.24%

(x-x)

9'000°000
2'250°000
40°000
160’000
2'560'000
7'290°000

2'500

3'500

4’500

5’500

6'500

Beraterstunden

7°'500

8’500

9’500

(v-¥)

52'900°000°000
12’100°000°000
1'600°000°000
900000000
14'400'000°000
52'900°000°000

134’800°000°000
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12.9.2 Problemstellung aus dem Absatzbereich (Seite 143)

zu erstem Punkit:

Verkaufs-
Jahr menge
(in 1'000 Stk.) 7 7 ., .,
X Y (X-X) (Y-Y) [(x-X):(¥-¥)] (X-X) (Y-V)
1 1’500 -2.50 -800.00 2°000.00 6.25 640’000.00
2 1’700 -1.50 -600.00 900.00 2.25 360°000.00
3 2200 -0.50 -100.00 50.00 0.25 10°000.00
4 2’300 0.50 0.00 0.00 0.25 0.00
5 2'800 1.50 500.00 750.00 2.25 250°000.00
6 3'300 2.50 1°000.00 2'500.00 6.25 1°000'000.00
Z= 21 Z: 13’800 Z= 6°200.00 Z: 17.50 z= 2'260’000.00
X= 3.50 Y = 2'300.00
b = Regressionskoeffizient (oder Steigung) = 354.28571 TStk. pro zusatzlichem Jahr
ag = Regressionskonstante (oder Achsenabschnitt) = 1°060.000 TStk. bei Jahr Null bzw. 19.6

Die Verkaufsmenge Y' (in Stk.) als lineare Funktion der Anzahl Jahre (seit Jahr Null bzw. 2017) X:
Y'=1'060'000 + 354'285.71 X

Die Verkaufsmenge in Stk. fir das Jahr 2024: 3'540°000

Der Verkausumsatz in CHF fir das Jahr 2024 bei keiner Preisveranderung: 7°788°000.00

zu zweitem Punkit:
r = Korrelationskoeffizient nach Bravais-Pearson = 0.9859
r? = Determinationskoeffizient = 0.9719 bzw. 97.19%

3’500
3’000 ~
2’500 -
2’000 -
1’500 -
1°000 -

500 -

Verkaufsmenge

2018 2019 2020 2021 2022 2023
Jahr

Die Ausgangsdatenbasis weist darauf hin, dass die Verkaufsmenge mehr oder weniger unabhangig
vom jeweiligen Verkaufspreis Uber die sechs Jahre hinweg ansteigt. Aus diesem Grund wurde die
Regression zwischen 'Zeit' und 'Verkaufsmenge' gewahlt.
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12.9.3 Zusammenhang von Reparaturkosten und Alter bei PKW's (Seite 144)

Alter der Reparatur-

PKW's kosten p.a.
in Jahren in CHF _ _ ) )

X Yoo (X-X) (Y=Y [(X-X)(v-9)] (x-X) (Y-Y)

1.00 1’300.00 -1.65 -1'860.00 3'069.00 2.7225 3'459'600.00
1.50 1°900.00 -1.15  -1260.00 1°449.00 1.3225 1’587°600.00
2.00 2'800.00 -0.65  -360.00 234.00 0.4225 129'600.00
2.25 2'800.00 0.40  -360.00 144.00 0.1600 129'600.00
2.50 3'200.00 0.15 40.00 -6.00 0.0225 1°600.00
3.00 3'500.00 0.35 340.00 119.00 0.1225 115'600.00
3.25 3'500.00 0.60 340.00 204.00 0.3600 115'600.00
3.50 3'900.00 0.85 740.00 629.00 0.7225 547°600.00
3.50 4200.00 0.85  1'040.00 884.00 0.7225 1°081°600.00
4.00 4’500.00 1.35  1'340.00 1°809.00 1.8225 1°795'600.00
X=265 Y= 3160.00 D= 853500 2.=84000 2.,= 8964'000.00

Zu erstem Punkt:
Altersabhdngige Kosten b = 1°016.07
in CHF pro Jahr

'Fixe' Kosten ap = 467.41 (nur im relevanten Bereich gultig!)
in CHF

Zu zweitem Punkt:
Korrelationskoeffizient r= 0.9836

Es besteht ein sehr enger gleichlaufiger linearer statistischer Zusammenhang.

Determinationskoeffizient r* = 96.7% konnen durch die lineare Regressions-
funktion statistisch 'erklart' werden.

Zu drittem Punkt:
durchschnittliche jahrliche Reparaturkosten (in CHF)
eines drei Jahre alten PKW's = 3’515.63
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12.9.4 Zusammenhang Werbeaufwand und Absatz (Seite 145)

Softdrink X Yo (X-X) (YY) [(x-X)(v-Y)] (x-X)’ (v-vY
A 21 664 6.0 333.0 1'998.0 36.0 110'889.0
B 17 406 2.0 75.0 150.0 4.0 5'625.0
C 21 368 6.0 37.0 222.0 36.0 1'369.0
D 20 324 5.0 -7.0 -35.0 25.0 49.0
E 14 254 -1.0 -77.0 77.0 1.0 5'929.0
F 8 228 -7.0 -103.0 721.0 49.0 10'609.0
G 9 210 -6.0 -121.0 726.0 36.0 14°641.0
H 10 194 -5.0 -137.0 685.0 25.0 18'769.0
2.~ 1200 7Z= 2'648.0 Z= 4'544.0 Z= 212.0 Z= 167'880.0
X = 15.0 Y= 331.0
Steigung b = 21.43 (1'000) hl pro eine Mio. CHF Werbeaufwand
Achsenabschnitt ag = 9.49 (1'000) hl Softdrink bei Null CHF W erbeaufwand
Korrelationskoeffizient r = 0.7617
Determinationskoeffizient r* = 0.5802 bzw. 58.02%

Zu erstem Punkt:

Der Absatz an Softdrink (in 1'000 hl) wird durch den Werbeaufwand (in Mio. CHF) wie folgt beeinflusst

Y = ao + b . X
Absatz = 9.49 plus 21.43 mal Mio. CHF
t t t Werbeaufwand
in 1'000 hl (1'000) hl Softdrink (1'000) hl pro
bei Null CHF eine Mio. CHF
Werbeaufwand Werbeaufwand

Zu zweitem Punkit:

Der Korrelationskoeffizient von rund 0.76 fiir die 8 Softdrinks zeigt einen ausgepragt positiven
linearen statistischen Zusammenhang zwischen dem Produktionsausstoss und dem
Werbeaufwand. Durch die lineare Regression konnen aber (nur) rund 58% erklart werden.
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12.9.5 CAPM (Seite 146)

Streudiagramm:

Bestimmung von Beta
5%
4% -+ .
3% -+

2% +

o 1%+

/ *
1 1 1 ~o%* 1 | 1 1 1 1 1
-4% -3%%(1% 0% 1% 2% 3% 4% 5% 6% 7%

@ Rendite Ges. A

@ Marktrendite

Ermittlung Beta (B) und die risikolose Rendite (Rf) gemdass CAPM:
Als erster Schritt muss die CAPM-Formel etwas umgestellt werden:
Ri=Rp+ B [Ry-Rr] ® Ri=Rp-(1-B) +B; Ry

Dadurch wird klar ersichtlich, dass der CAPM-Zusammenhang anhand einer Regressionsgeraden
dargestellt werden kann. Dabei sei 'X' ist die Marktrendite (Rwm), "Y' die Rendite der Gesellschaft A
(Ry), 'ao" der Ausdruck [Rr*(1-Bi)] und 'b' gleich dem [,

Nach der Methode der kleinsten Quadrate ergibt dies folgende Werte fur 'b' und 'ao":

. YIX-X)- (V-] covgy  0.004702
B (X -X)2 T 52 0.011484
ay=Y-b-X=0.0107 - 0.4095 - 0.0140 = 0.0050

= 0.4095
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Das Beta von 0.4095 besagt, dass die Gesellschaft A ein kleineres Risiko als das Markt-Portefeuille
aufweist (B < 1). Aus diesem Grund ist es auch gerechtfertigt, dass Gesellschaft A eine entsprechend
der CAPM-Funktion niedrigere Rendite aufweist. Fir den Betrachtungszeitraum wirde dies bedeu-
ten, dass die Gesellschaft A - entsprechend dem CAPM - folgende durchschnittliche, monatliche
Rendite aufweisen musste:

R;=Rp+ ;- [Ry -Rr] = R; =0.0055 + 0.4095 - [0.014 - 0.0055] = 0.0090 = 0.9%

Tatsachlich weist Gesellschaft A aber eine durchschnittliche, monatliche Rendite von 1.07% auf;
also monatlich 0.17% mehr als vom CAPM 'gefordert'. Gesellschaft A rentierte somit besser als
erwartet.

Zum gleichen Resultat gelangt man auch Uber folgende Vorgehensweise:

Wird das berechnete 'ao' mit dem Ausdruck [Rre(1-Bi)] verglichen, wobei bei letzterem Ausdruck die
Zusatzangabe betreffend der risikolosen Monats-Rendite fir Rr verwendet wird, erhalt man eine
Performance-Kennzahl fir die Gesellschaft A (mindestens beziliglich dem CAPM). Da es sich bei
den Daten um durchschnittliche Monatsrenditen handelt, muss auch die risikolose Rendite auf Mo-
natsbasis umgerechnet werden, d.h. (1 + Jahres-Rendite) = (1 + Monats-Rendite)'2.

e Wenn'a) > [Rr(1-Bi)], dann hat die Gesellschaft A im Betrachtungszeitraum besser rentiert
als erwartet;

e Wenn 'a?' = [Rr(1-Bi)]l, dann hat die Gesellschaft A im Betrachtungszeitraum wie erwartet
rentiert;

e Wenn'ay' < [Rer*(1-Bi)], dann hat die Gesellschaft A im Betrachtungszeitraum schlechter rentiert
als erwartet.

Im obigen Fall ergibt der Ausdruck [Rer*(1-Bi)] => [0.0055+(1 - 0.4095)] = 0.0032. Dies bedeutet, dass
die Gesellschaft A im Betrachtungszeitraum um monatlich 0.17% (abgerundet) [= ao - Rr*(1-(:)]%*°
besser rentiert hat als erwartet (2.1% p.a.).

Aussage uber die 'Giite':

Die 'Glite' der Regression kann anhand des Determinationskoeffizienten berechnet werden:

=0.9164% = 0.8398

;[ ZIX-X%-(Y-D)] ]2_[ 0.00472 2
3 x-%? n(v-v)2]  lV0.011484-0.002310

Der Determinationskoeffizient ist sehr hoch, was einerseits eine grosse 'Gite' der Regressionsge-
raden darstellt, andererseits aber im CAPM aussagt, dass rund 84% des Risikos (Varianz) der Ge-
sellschaft A marktspezifisch ist und nur 16% firmenspezifisch. Das letztere Risiko sollte durch Diver-
sifizierung des Portefeuilles des Investors eliminiert werden kénnen.

299 Dies wird auch 'Jensen's alpha' genannt (siehe DAMODARAN, 1997, 22001, S. 197.).
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12.9.6 Kundenauftrag (Seite 148)

Es sind eine Vielzahl von Interpretationen maoglich:

o Der Determinationskoeffizient r? betragt 0.9771. Dies bedeutet, dass die Regressionsgerade mit
den geschatzten Koeffizienten rund 98% der Streuung der Kosten (total) von Monat zu Monat
durch die Anzahl hergestellter Einheiten erklart wird, bzw. weniger als 2% auf nicht im Modell
erklarte Einflussfaktoren zurlickzufihren ist. Wir haben somit ein gutes Erklarungs-Modell der
Kosten (total) vor uns. Diese Aussage wird auch durch die sehr hohe F-Statistik bzw. -Prifgrosse
von 426.71 (siehe Auswertungen) untermauert. Die 'Guite' der Regression ist somit sehr gut,
bzw. der Regressionskoeffizient 'Anzahl hergestellte Einheiten' unterscheidet sich klar von Null.

e Trotz der positiven Aussage Uber das Modell, ist eine gewisse Vorsicht bei der Interpretation der
Beziehung zwischen der Anzahl hergestellter Einheiten und den Kosten (total) angebracht. Eine
lineare Regression nach der Methode der kleinsten Quadrate kann weder den effektiven kausa-
len Zusammenhang testen noch garantieren, dass der geschatzte Zusammenhang auch in der
Zukunft oder bei einem Output, der ausserhalb des beobachteten bzw. relevanten Bereichs liegt,
noch gliltig sein wird. Diese Uberlegungen sollten aber vom Entscheidungstréger angestellt wer-
den, der auch Uber das geeignetste Modell fur die Entscheidungsfindung befinden muss.

e Der Achsenabschnitt (= Fixkosten) betragt CHF 1'316.69, die Steigung (= variable Kosten je
hergestellte Einheit) CHF 27.27. Diese Aussage betreffend Fixkosten und variablen Kosten kann
selbstverstandlich nur im hier beobachteten bzw. relevanten Bereich von ca. 500 bis 650 herge-
stellten Einheiten gemacht werden.

o Wir kdnnen auch eine Schatzung des Vertrauensintervalls dieser Koeffizienten abgeben: Der

kritische t-Wert bei einem zweiseitigen Test mit 10 Freiheitsgraden (df) und einem Signifikanzni-
veau von 5% betragt 2.228. Die in den Auswertungen berechnete t-Statistik liegt lediglich beim
Koeffizienten der Steigung (20.657) Uber diesem kritischen t-Wert, nicht aber beim Achsenab-
schnitt (1.783). Somit kann lediglich ausgesagt werden, dass sich der Koeffizient der Steigung
signifikant (bei einem Signifikanzniveau von 5%) von Null unterscheidet, nicht aber der Koeffi-
zient des Achsenabschnittes. Letzteres zeigt sich auch darin, dass der p-Wert beim Koeffizienten
des Achsenabschnitts 10.5% betragt und die untere Vertrauensintervallgrenze (wiederum bei
einem Vertrauensniveau von 95%) negativ ist.
Far die variablen Kosten (Steigung) kann somit gesagt werden, dass sich diese mit 95% Wahr-
scheinlichkeit im Bereich von CHF 24.33 und CHF 30.21 befinden werden (siehe Vertrauensin-
tervallgrenzen beim Koeffizienten der Steigung in den Auswertungen). Mit dieser Art der Analyse
kdnnen wir abschatzen, wie gross die Wahrscheinlichkeit ist, dass wir beim neuen Kundenauf-
trag einen positiven Deckungsbeitrag (Preis minus variable Kosten) erwirtschaften.

e Kehren wir die oben gemachte Vorgehensweise bezlglich der Schatzung des Vertrauensinter-
valls um, kdnnen wir ermitteln, wie gross die Wahrscheinlichkeit ist, dass wir keinen Deckungs-
beitrag aus dem neuen Kundenauftrag erzielen, d.h. wenn die variablen Kosten grdsser sind als
die CHF 32.00, die der Kunde gewillt ist zu zahlen. Der kritische t-Wert betragt dabei 3.585
[(32.00 - 27.268) / 1.320 ('Standardfehler')], was einer Wahrscheinlichkeit (einseitiger Test bei
10 Freiheitsgraden) von nur 0.25% entspricht; bei CHF 28.00 betragen die Werte 0.555 [(28.00
- 27.268) / 1.320 (‘Standardfehler')] und 29.6%.

e Aus den Auswertungen kénnen auch die oberen und unteren Vertrauensintervallgrenzen (bei

5%igem Signifikanzniveau) der 'wahren' Einzelprognose (Kosten (total)) bei 600, 625 und 650
hergestellten Einheiten herausgelesen werden. Daraus kann z.B. folgende Aussage gemacht
werden: mit 95%iger Wahrscheinlichkeit werden sich die Kosten (total) bei 600 hergestellten
Einheiten zwischen CHF 17'182.78 und CHF 18'172.79 bewegen und bei 650 hergestellten Ein-
heiten zwischen CHF 18'490.50 und CHF 19'591.92.
Gehen wir davon aus, dass sich die Kosten (total) an der oberen Vertrauensintervallgrenze be-
finden werden, so ergibt dies fir die 50 zusatzlich hergestellten Einheiten des Kundenauftrages
Mehrkosten von CHF 1'419.13 (CHF 19'591.92 minus CHF 18'172.79). Diesen Mehrkosten kdn-
nen die zusatzlichen Einnahmen aus dem Kundenauftrag von CHF 1'600.00 (50 Einheiten a CHF
32.00) gegenubergestellt werden. Der Deckungsbeitrag des Kundenauftrages ware dann CHF
180.87.
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12.10 Aufgaben zu 'Klassische' Zeitreihenzerlequng

12.10.1 Umsatzentwicklung eines Kaseproduzenten (Seite 173)

zu erstem Punkt: Saisonkomponenten ohne Korrektur(wert)

Abweichungen (Umsatz - Trendwerte) pro Quartal

Jahr I Il " v Queraddition
2020 4.23 -12.87 -7.97 17.93
2021 5.83 -12.27 -6.37 19.53
2022 7.43 -9.67 -5.77
X= 5.83 -11.60 -6.70 18.73 6.26
Saisonkomponente Quartal | : ............ccooeiiieenenn. 5.83...
Saisonkomponente Quartal Il : ..............coocnnieeen. -11.60..................
Saisonkomponente Quartal Il : ...........ooccieenen. -6.70..................
Saisonkomponente Quartal IV : ...........c..ccoenee 1873
zu zweitem Punkt: Korrekturwert
X= 5.83 -11.60 -6.70 18.73 6.26
Korrekturwert -1.565 -1.565 -1.565 -1.565
korr. Saisonkomp. 4.27 -13.17 -8.27 17.17 0.00
Korrekturwert: ...........cccocvuvnnnnnns -1.565....................
130
120 + ¢ S
)
< 1 *
: 110 . .
£ 100
2 .« . .
£ 90 + . .
N
2 80 |
-]
70 |
60 f f f f f f f f }
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12

Quartal (1. Quartal 2020 = 1)
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12.10.2 Umsatzentwicklung eines Unternehmens in Spanien (Seite 173)

zu erstem Punkt:

Umsatzentwicklung in Spanien

~
o

(o]
o

[¢)]
o

N
o

w
o

in Mio. Peseta

24

N
o

~v18

-
o

o

1 2
2000 | 2000

3 1
2000 | 2001

2
2001

3 1
2001 | 2002

Trimester / Jahr

——|ST-Umsatz e=fi==gl. 3-Trimesterdurchschnitt

zu zweitem Punkt:

2
2002

3
2002

Es dirfte sich eher um ein multiplikatives Modell handeln, da 'Ausschlage' bzw. Saison-Komponen-

ten mit steigendem Trend zunehmen.

zu drittem bis flinftem Punkt:

Jahr  Trimester
2000 1
2000 2
2000 3
2001 1
2001 2
2001 3
2002 1
2002 2
2002 3
2003 1
2003 2
2003 3

Trimester
1
2
3
Total

Umsatz
(a)

@ von (c)
0.9975
0.7107
1.2710

2.9791

gleitender Trimester-

durchschnitt
(b)

25.3333
27.3333
29.3333
33.0000
34.6667
36.0000
40.3333

Saison-
faktoren

o korrigierte
Saisonfaktoren

Korr.faktor

1.007003462
1.007003462
1.007003462

(c)=(a)/ (b) (d)=2(c)
1.0045

0.7105 0.7156
1.2439 1.2799
1.0227 1.0045
0.7273 0.7156
1.2981 1.2799
0.9722 1.0045
0.6942 0.7156
1.2799

1.0045

0.7156

1.2799

korr. @ von (c)
1.0045
0.7156
1.2799

3.0000

saisonbereinigter
Umsatz
(e)=(a)/(d)

23.8934
25.1520
26.5648
29.8668
33.5360
35.1592
34.8446
39.1254
45.3164

Trend-
gerade nach

‘irregulére’
Residual-

saisonalisierte
Trend-

saisonalisierte

kl. Quadrate komponente gerade Prognose
(f)=lin. Regvon (e)  (9)=(a)/ (d)/(f) (h)=(- (@ ()= . ()
22.6422 1.0553 22.7432
25.1333 1.0007 17.9866
27.6244 0.9616 35.3562
30.1154 0.9917 30.2498
32.6065 1.0285 23.3348
35.0976 1.0018 44.9211
37.5886 0.9270 37.7563
40.0797 0.9762 28.6830
42.5708 1.0645 54.4859
45.0618 45.2628
47.5529 34.0312
50.0440 64.0508
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Tabellen-Sammlung (diskrete und stetige Zufallsverteilungen)

Binomialverteilung
Einzelwahrscheinlichkeiten
s
n Xi 0.05 0.10 0.20 0.25 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.75 0.80 0.90 0.95
1 1] 0.9500 0.5000 0.8000 0.7500 0.7000 0.6000 0.5000 0.4000 0.3000 0.2500 0.2000 0.1000 0.0500
1 0.0500 0.1000 0.2000 02500 0.3000 0.4000 0.5000 06000 0.7000 0.7500 0.8000 0.9000 0.8500
2 ] 0.9025 0.8100 0.6400 0.5625 0.4500 0.3600 0.2500 0.1600 0.0%00 0.0625 0.0400 0.0100 0.0025
1 0.0850 0.1800 0.3200 03750 0.4200 0.4500 0.5000 0.4300 0.4200 0.3750 0.3200 0.1800 0.0950
2 0.0025 0.0100 0.0400 0.0625 0.0900 0.1600 0.2500 0.3600 0.4900 0.5625 0.6400 0.8100 0.9025
3 ] 0.8574 0.7250 0.5120 0.4218 0.3430 0.2160 01250 0.0840 0.0z70 0.0156 0.0080 0.0010 0.0001
1 0.1354 0.2430 0.3340 0.4219 0.4410 0.4320 0.3750 0.2880 0.1890 0.1406 0.0560 0.0270 0.0071
2 0.0071 0.0270 0.0250 0.1406 0.1850 0.2850 0.3750 0.4320 0.4410 0.4219 0.3840 0.2430 0.1354
3 0.0001 0.0010 0.0080 0.0156 0.0270 0.0640 01250 0.2160 0.3430 0.4219 0.5120 0.72590 0.8574
4 ] 0.8145 0.6561 0.4056 0.3164 0.240 0.1296 0.0625 0.0256 0.0051 0.0033 0.0016 0.0001 0.0000
1 01715 0.2916 0.4096 0.4218 0.4116 0.3456 0.2500 0.1536 0.0756 0.0459 0.0256 0.0036 0.0005
2 0.0135 0.0486 0.1536 0.2108 0.2646 0.3456 0.3750 0.3456 0.2646 0.2109 0.1536 0.0486 0.0135
3 0.0005 0.0036 0.0256 0.0469 0.0756 0.1536 0.2500 0.3456 0.4116 0.4219 0.4096 0.2916 01715
4 0.0000 0.0001 0.0016 0.0039 0.0051 0.0256 0.0625 0.1296 0.2401 0.3164 0.4096 0.6561 0.8145
5 0 0.7738 0.5505 03277 02373 0.1681 0.077a 0.0313 0.0102 0.0024 0.0010 0.0003 0.0000 0.0000
1 0.2036 0.3231 0.4056 0.3955 0.3602 0.2592 01563 0.0768 0.0284 0.0146 0.0064 0.0005 0.0000
2 0.0214 0.0729 0.2048 0.2637 0.3087 0.3456 03125 0.2304 01323 0.0879 0.0512 0.0081 0.0011
3 0.0011 0.0081 0.0512 0.0879 0.1323 0.2304 0.3125 0.3456 0.3087 0.2637 0.2043 0.0729 0.0214
4 0.0000 0.0005 0.0064 0.0146 0.0284 0.0768 0.1563 02592 0.3602 0.3955 0.4096 0.3281 0.2038
=1 0.0000 0.0000 0.0003 0.0010 0.0024 0.0102 0.0313 0.0778 016581 0.2373 0.3277 0.5905 0.7738
B 0 0.7351 0.58314 0.2621 01780 0.1176 0.0467 0.0156 0.0041 0.0007 0.0002 0.0001 0.0000 0.0000
1 0.2321 0.3543 0.3932 0.3560 0.3025 0.1866 0.0938 0.0368 0.0102 0.0044 0.0015 0.0001 0.0000
2 0.0305 0.0954 0.2458 0.2966 0.3241 0.3110 0.2344 0.13582 0.0595 0.0330 0.0154 0.0012 0.0001
3 0.0021 0.0146 0.0818 0.1318 0.1852 0.2765 0.3125 0.2765 0.1852 0.1318 0.0819 0.0146 0.0021
4 0.0001 0.0012 0.0154 0.0330 0.0595 0.1382 0.2344 03110 03241 0.25966 0.2458 0.0584 0.0305
=1 0.0000 0.0001 0.0015 0.0044 0.0102 0.0369 0.0938 0.1868 0.3025 0.3560 0.3932 0.3543 0.2321
B 0.0000 0.0000 0.0001 0.0002 0.0007 0.0041 0.0156 0.0467 01176 0.1780 0.2621 0.5314 0.7351
7 ] 0.6983 0.4783 0.20597 01335 0.0824 0.0280 0.0078 0.0016 0.0002 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000
1 0.2573 0.3720 0.3670 03115 0.2471 0.1306 0.0547 0.0172 0.0036 0.0013 0.0004 0.0000 0.0000
2 0.0406 01240 0.2753 03115 0.3177 0.2613 0.1641 0.0774 0.0250 0.011s 0.0043 0.0002 0.0000
3 0.0036 0.0230 0.1147 01730 0.2269 0.2503 0.2734 01935 0.0972 0.0577 0.0287 0.0026 0.0002
4 0.0002 0.0026 0.0287 0.0s77 0.0972 0.1935 0.2734 0.2903 0.2269 0.1730 0.1147 0.0230 0.0036
a 0.0000 0.0002 0.0043 00115 0.0250 0.0774 01641 0.2613 03177 03115 0.27583 01240 0.0408
B 0.0000 0.0000 0.0004 0.0013 0.0036 0.0172 0.0547 0.1308 0.2471 031145 0.3570 0.3720 0.2573
7 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0002 0.0016 0.0078 0.0280 0.0824 0.1335 0.2097 0.4783 0.6283
g ] 0.6634 0.4305 0.1678 0.1001 0.0576 0.0163 0.0039 0.0007 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
1 0.2793 0.3526 0.3355 0.2670 01977 0.0596 0.0313 0.0079 00012 0.0004 0.0001 0.0000 0.0000
2 0.0515 0.1488 0.2936 03115 0.2965 0.2090 0.1094 0.0413 0.0100 0.0038 0.0011 0.0000 0.0000
3 0.0054 0.0331 0.1468 0.2076 0.2541 0.2787 0.2183 0.1238 0.0467 0.0231 0.0092 0.0004 0.0000
4 0.0004 0.0046 0.0459 0.0865 0.1361 0.2322 0.2734 02322 01361 0.0865 0.0459 0.0046 0.0004
=1 0.0000 0.0004 0.0092 0.0231 0.0457 0.1239 0.2188 0.2787 0.2541 0.2076 0.1468 0.0331 0.0054
B 0.0000 0.0000 0.0011 0.0035 0.0100 0.0413 0.1094 0.2050 0.2965 03115 0.2536 0.1483 0.0515
7 0.0000 0.0000 0.0001 0.0004 0.0012 0.0079 0.0313 0.0856 01977 0.2670 0.3355 0.3526 0.27593
i 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0007 0.0039 0.0168 00576 0.1001 0.1678 0.4305 0.6634
9 ] 0.6302 0.3574 0.1342 0.0751 0.0404 0.010m 0.0020 0.0003 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
1 0.2585 0.3574 0.3020 02253 0.1556 0.0505 0.0176 0.0035 0.0004 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000
2 0.0629 01722 0.3020 0.3003 0.2668 0.1612 0.0703 0.0212 0.0039 0.0012 0.0003 0.0000 0.0000
3 0.0077 0.0446 0.1762 0.2336 0.2665 0.2503 0.1641 0.0743 0.0210 0.0087 0.0025 0.0001 0.0000
4 0.0006 0.0074 0.0861 0.1168 0.1718 0.2508 0.2461 01672 00735 0.0389 0.0165 0.0003 0.0000
5 0.0000 0.0008 0.0165 0.0389 0.0735 01672 0.2461 0.2508 01715 0.1168 0.0661 0.0074 0.0008
B 0.0000 0.0001 0.0028 0.0087 0.0210 0.0743 01641 0.2508 0.2668 0.2336 0.1762 0.0446 0.0077
7 0.0000 0.0000 0.0003 0.0012 0.0039 0.0z12 0.0703 016812 0.2665 0.3003 0.3020 01722 0.0625
8 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0004 0.0035 0.0176 0.0505 0.1556 0.2253 0.3020 0.3574 0.2985
9 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0003 0.0020 0.0101 0.0404 0.0751 0.1342 0.3874 0.6302
10 1] 0.8987 0.3487 0.1074 0.0563 0.02582 0.0060 0.0010 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
1 0.3151 0.3874 0.2684 01877 0.1211 0.0403 0.0098 0.0016 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
2 0.0746 01937 0.3020 02816 0.2335 0.1209 0.0439 0.0108 0.0014 0.0004 0.0001 0.0000 0.0000
3 0.0105 0.0574 0.2013 0.2503 0.2665 0.2150 01172 0.0425 0.0050 0.0031 0.0003 0.0000 0.0000
4 0.0010 o.onz 0.0881 01460 0.2001 0.2508 0.2051 011158 0.0368 0.0162 0.0055 0.0001 0.0000
=1 0.0001 0.0015 0.0264 0.0554 0.1029 0.2007 0.2461 0.2007 0.1029 0.05584 0.0264 0.0015 0.0001
B 0.0000 0.0001 0.0055 0.0162 0.0363 01115 0.20581 0.2508 0.2001 0.1460 0.0881 nonz 0.000
7 0.0000 0.0000 0.0008 0.0031 0.0090 0.0425 0.1172 0.2150 0.2668 0.2503 0.2013 0.0574 0.0105
3 0.0000 0.0000 0.0001 0.0004 0.0014 0.0106 0.0439 0.1208 02335 0.2816 0.3020 01937 0.0748
9 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0016 0.0095 0.0403 01211 01877 0.2604 0.3874 0.3151
10 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0010 0.0060 0.0252 0.0563 0.1074 0.3487 0.5957
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Hypergeometrische Zufallsverteilung

Einzehwahrscheinlichkeiten f

kurnulierte Wahrscheinlichkeit

N n S i Einzelw. kum.
2 1 1 0 0.5000 0.5000
1 0.5000 1.0000
3 1 1 0 0.6BR7T 0.BBRY
1 0.3333 1.0000
2 1 0 0.3333 03333
1 0.6667 1.0000
2 1 0.6667 0.66EY
2 0.3333 1.0000
4 1 1 0 0.7500 0.7500
1 0.2500 1.0000
2 1 0 0.5000 0.5000
1 0.5000 1.0000
2 0 0.1667 01667
1 0.6667 0.8333
2 0.1667 1.0000
3 1 0 0.2500 0.2500
1 0.7500 1.0000
2 1 0.5000 0.5000
2 0.5000 1.0000
3 2 0.7500 0.7500
3 0.2500 1.0000
5 1 1 0 0.8000 0.8000
1 0.2000 1.0000
2 1 0 0.6000 0.6000
1 0.4000 1.0000
2 0 0.3000 0.3000
1 0.6000 0.9000
2 0.1000 1.0000
3 1 0 0.4000 0.4000
1 0.6000 1.0000
2 0 0.1000 0.1000
1 0.6000 0.7000
2 0.3000 1.0000
3 1 0.3000 0.3000
2 0.6000 0.9000
3 0.1000 1.0000
4 1 0 0.2000 0.2000
1 0.8000 1.0000
2 1 0.4000 0.4000
2 0.6000 1.0000
3 2 0.R000 06000
3 0.4000 1.0000
4 3 0.8000 0.8000
4 0.2000 1.0000
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Poissonverteilung

Einzelwahrscheinlichkeiten /
kumulierte Wahrscheinlichkeit

p
0.1 0.2 03 04 0.5
% | Einzelw. kum. Einzelw. kum. Einzelw. kum. Einzelw. kum. Einzelw. kum.
0 0.5043 0.9043 0.8187 0.8187 0.7403 0.7403 06703 06703 0.6085 0.6065
1 0.0905 0.9953 01637 0.95825 0.2222 0.59631 0.2681 0.59354 0.3033 0.8095
2 0.0045 0.9993 0.0164 0.9939 0.0333 0.9964 0.0536 05921 0.0755 0.9556
3 0.0002 1.0000 0.0011 0.9999 0.0033 0.9997 0.0072 0.59992 0.0126 0.9552
4 0.0000 0.0001 1.0000 0.0003 1.0000 0.0007 059993 0.0016 0.9993
a 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 1.0000 0.0002 1.0000
B
0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
X Einzelw. kum. Einzelw. kum. Einzelw. kum. Einzelw. kum. Einzelw. kum.
0 0.5488 0.5483 0.4966 0.4966 0.4493 0.4493 0.4066 0.4066 0.3679 0.3679
1 0.3293 0.8781 0.3476 0.8442 0.3595 0.8033 0.3659 0.7725 0.3679 0.7358
2 0.0933 0.9769 [INPAF 0.9659 0.1438 0.9526 0.1647 09371 0.1839 0.9197
3 0.0198 0.9966 0.0284 0.9942 0.0383 0.9909 0.0494 0.9365 0.0613 0.8810
4 0.0030 0.9996 0.0050 0.9992 0.0077 0.9936 00111 0.9977 0.0153 0.9963
=3 0.0004 1.0000 0.0007 0.9999 0.0012 0.9993 0.0020 0.9997 0.0031 0.9994
5 0.0000 0.0001 1.0000 0.0002 1.0000 0.0003 1.0000 0.0005 0.9999
7 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 1.0000
n
2.0 3.0 4.0 5.0 6.0
% | Einzelw. kum. Einzelw. kum. Einzelw. kum. Einzelw. kum. Einzelw. kum.
0 0.1353 0.1353 0.0493 0.0493 0.0183 0.0183 0.0067 0.0067 0.0025 0.0025
1 0.2707 0.4060 0.1494 0.1991 0.0733 0.0916 0.0337 0.0404 0.0149 0.0174
2 0.2707 0.6767 0.2240 0.4232 0.1465 0.2381 0.0842 01247 0.0446 0.0520
3 0.1804 0.8571 0.2240 0.6472 0.1954 0.4335 0.1404 0.2650 0.0892 0.1512
4 0.0902 0.9473 0.1680 0.8153 0.1954 06283 01755 0.4405 01339 0.2851
=3 0.0361 0.9834 0.1003 0.9161 0.1563 0.7851 01755 06160 0.1606 0.4457
5 0.0120 0.9955 0.0504 0.9665 0.1042 0.8893 0.1462 0.7622 0.1606 0.6063
7 0.0034 0.9939 0.0216 0.9881 0.0595 0.9439 0.1044 0.8666 01377 0.7440
g 0.0002 0.9993 0.0081 0.9962 0.0293 0.9736 0.0653 09319 0.1033 0.8472
9 0.0002 1.0000 0.0027 0.9939 0.0132 09919 0.0363 0.9682 0.0683 0.2161
10 0.0000 0.0003 0.9997 0.0053 09972 0.0131 0.9063 0.0413 0.9574
1" 0.0000 0.0002 0.9999 0.0019 0.9991 0.0042 0.9945 0.0225 0.9799
12 0.0000 0.0001 1.0000 0.0006 0.9997 0.0034 0.99480 0.0113 0.2mz2
13 0.0000 0.0000 0.0002 099939 0.0013 0.9993 0.0052 0.9964
14 0.0000 0.0000 0.0001 1.0000 0.0005 0.9993 0.0022 0.9556
15 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 059993 0.0009 0.9995
16 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000 0.0003 0.9993
17 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.9999
13 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000
p
7.0 8.0 9.0 10.0 1.0
X Einzelw. kum. Einzelw. kum. Einzelw. kum. Einzelw. kum. Einzelw. kum.
0 0.0009 0.0009 0.0003 0.0003 0.0001 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
1 0.0064 0.0073 0.0027 0.0030 0.0011 0.0012 0.0005 0.0005 0.0002 0.0002
2 0.0223 0.0296 0.0107 0.0133 0.0050 0.0062 0.0023 0.0023 0.0010 0.0012
3 0.0821 0.0818 0.0236 0.0424 0.01a0 00212 0.0076 0.0103 0.0037 0.0049
4 0.0912 01730 0.0573 0.0996 0.0337 0.0550 0.0139 0.0293 0.0102 0.0151
a 01277 0.3007 0.0916 01912 0.0607 01157 00378 0.0671 00224 0.0375
B 0.1490 0.4497 0121 0.3134 0.0911 0.2065 0.0631 0.1301 0.0411 0.0786
7 0.1490 0.5987 0.1396 0.4530 01171 03239 0.0901 02202 0.0646 0.1432
8 0.1304 0.7291 0.1396 0.6925 01318 0.4557 01126 03328 0.0388 0.2320
9 0.1014 0.8305 01241 0.7166 01318 05874 01251 0.4579 0.1085 0.3405
10 0.0710 0.9015 0.0993 0.8159 0.1186 0.7060 01251 0.5830 0.1194 0.4599
1 0.0452 0.9467 0.0722 0.8881 0.0970 0.8030 01137 0.6968 0.1194 0.5793
12 0.0263 0.9730 0.0481 0.9362 0.0723 0.8758 0.0943 0.7916 0.1094 0.6887
13 0.0142 0.9872 0.0296 0.9653 0.0504 0.9261 0.0729 0.8645 0.0926 0.7813
14 0.0071 0.9943 0.0169 0.9827 0.0324 0.9585 0.0521 0.9165 0.0728 0.8540
15 0.0033 0.9976 0.0090 0.9913 0.0194 0.5780 0.0347 09513 0.0534 0.9074
16 0.0014 0.9990 0.0045 0.9963 0.0109 0.9339 0.o217 0.9730 0.0367 0.24401
17 0.0008 0.9996 0.0021 0.9984 0.0058 0.9947 0.0123 0.9857 0.0237 0.9678
18 0.0002 0.9999 0.0009 0.9993 0.0029 0.9975 0.0071 0.9923 0.0145 0.9823
19 0.0001 1.0000 0.0004 0.9997 0.0014 0.9939 0.0037 0.9965 0.0084 0.9907
20 0.0000 0.0002 0.9999 0.0006 0.9995 0.0019 0.9934 0.0046 0.9953
21 0.0000 0.0001 1.0000 0.0003 0.9993 0.0009 0.9993 0.0024 0.9977
22 0.0000 0.0000 0.0001 0.9993 0.0004 0.9997 0.0012 0.2990
23 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000 0.0002 0.9993 0.0006 0.9995
24 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 1.0000 0.0003 0.9998
25 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.9999
26 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000
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Standardnormalverteilung

kumulierte Wahrscheinlichkeiten

p=0und o=1

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 0.0000 0.0040 0.0080 0.0120 0.0160 0.0193 0.0235 0.0279 0.0315 0.0359
0.1 0.0398 0.0433 0.0473 0.0517 0.0557 0.0595 0.0535 0.0675 0.0714 0.0753
02 0.0793 0.0832 0.0871 0.0310 0.0345 0.0537 0.1025 0.1054 0.1103 0.1141
0.3 01179 01217 01255 01293 0.1331 0.1368 0.1406 0.1443 0.1480 01517
0.4 01554 0.1591 01628 0.1664 01700 01736 01772 0.1808 0.1844 01879
05 01915 0.1350 01985 02019 0.2054 0.2088 02123 02157 0.2190 02224
0k 02257 0.2291 02324 0.2357 0.2335 0.2422 0.2454 0.2436 0.2517 0.2548
oz 0.2530 0.2511 02542 0.2673 0.2704 0.2734 0.2764 0.2794 0.2323 0.2852
0.8 0.28a81 0.2910 02939 0.2967 0.2595 0.3023 0.3051 0.3078 0.3106 0.3133
09 03159 0.3186 03212 03238 0.3264 0.3289 0.3315 0.3340 0.3365 0.3389
1.0 03413 0.3435 0.3461 0.3485 0.3508 0.3531 0.3554 03577 03593 0.3621
1.1 03643 0.3565 0.3536 0.3708 0.3729 0.3749 0.3770 0.3790 0.3310 0.3830
1.2 03349 0.3365 0.3533 0.3%07 0.3325 0.3944 0.3962 0.3930 0.3997 0.4015
1.3 0.4032 0.4045 0. 4066 0.4082 0.4099 0.4115 0.4131 0.4147 0.4162 0.4177
1.4 0.4192 0.4207 04222 0.4236 0.4251 0.4265 0.4279 0.4292 0.4306 0.4319
15 04332 0.4345 0.4357 0.4370 0.4382 0 4334 04405 04418 0.4425 0.4441
16 0.4452 0.4463 0.4474 0.4484 0.44595 0.4505 0.4515 0.4525 0.4535 0.4545
1.7 0.4554 0.4564 0.4573 0.4582 0.4551 0.4599 04605 0.4516 0.4525 0.4533
1.8 0.4641 04545 0. 465G 04664 0.4671 0.4678 04586 0.4693 04695 0.4706
14 0.4713 0.4719 04726 0.4732 0.4738 0.4744 0.4750 0.4756 0.4761 0.4767
20 04772 04778 0.4783 0 4788 0.47593 0 4798 0.4803 0. 4808 04812 0.4817
21 0.4821 0.4825 0.4530 0.4834 0.4335 0.4842 0.4345 0.4850 0.4354 0.4857
22 0.4861 04864 0.4563 0.4871 0.4375 0.4878 0.4331 0.4834 0.4387 0.4890
23 0.4893 04896 0.45893 04901 0.4504 0.4906 04509 0.4911 0.4913 0.4916
2.4 0.4918 0.4920 0.4922 0.4925 0.4927 0.4929 0.4931 0.4932 0.4934 0.4936
25 0.4338 0.4340 0.4941 0.4343 0.4345 0 4345 0.4345 04949 0.4351 0 4952
25 0.4953 0.4355 0.4955 0.4957 0.4355 0.4350 0.4951 0.4952 0.4363 0.4954
27 0.4965 0. 4365 04967 0.4963 04365 0.4570 0.4971 0.4972 0.4373 0.4974
28 0.4974 0.4975 0.4976 0.4977 0.4977 0.4978 0.4979 0.4979 0.4980 0.4981
29 0.4981 04982 0.4982 0.4983 0.4984 0.4984 0.4985 0.4985 04986 0.4986
30 0.4987 0. 4387 0.4987 0. 4935 04385 0. 43339 04385 0 4989 0.4350 0.4390
3 0.4390 04331 0.4991 04331 0.4952 0.4592 0.4352 0.4992 0.4353 0.4993
32 0.4393 04393 0.4994 0.4594 0.4354 0.4594 0.4354 0.4995 043585 0.4995
33 0.4995 0.4995 0.4995 04996 04995 0.4996 04995 0.4996 0.4995 0.4997
3.4 0.4997 04997 0.4997 0.4997 0.4997 0.4997 0.4997 0.4997 0.4997 0.4993
35 0.4398 0 4393 0.4393 0 4393 04355 0 4393 04355 0 4998 04353 0.4998
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T-Verteilung
(kritische) t-Werte

einseitiger Test

zweiseitiger Test

“t

Signifikanzniveau bei einseitigem Test

- 0.200 0100 | 0.050 | 0.025 | 0.010 | 0.005 | 0.0005
T
Signifikanzniveau bei zweiseitigem Test
0.400 0.200 0.100 0.050 0.020 0.010 0.0010
1 1.376 3.078 6.314 12.706 | 31.821 63.657 | 636.619
2 1.061 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 31.599
3 0.978 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 12.924
4 0.941 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604 8.610
5 0.920 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032 6.869
6 0.906 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707 5.959
7 0.896 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 5.408
8 0.889 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 5.041
9 0.883 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 4.781
10 0.879 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 4.587
11 0.876 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 4.437
12 0.873 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055 4.318
13 0.870 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012 4.221
14 0.868 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977 4.140
15 0.866 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947 4.073
16 0.865 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921 4.015
17 0.863 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898 3.965
18 0.862 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878 3.922
19 0.861 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861 3.883
20 0.860 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845 3.850
21 0.859 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831 3.819
22 0.858 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819 3.792
23 0.858 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807 3.768
24 0.857 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797 3.745
25 0.856 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787 3.725
26 0.856 1.315 1.706 2.056 2.479 2.779 3.707
27 0.855 1.314 1.703 2.052 2.473 2.771 3.690
28 0.855 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763 3.674
29 0.854 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756 3.659
30 0.854 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750 3.646
40 0.851 1.303 1.684 2.021 2.423 2.704 3.551
50 0.849 1.299 1.676 2.009 2.403 2.678 3.496
60 0.848 1.296 1.671 2.000 2.390 2.660 3.460
120 0.845 1.289 1.658 1.980 2.358 2.617 3.373
180 0.844 1.286 1.653 1.973 2.347 2.603 3.345
o0 0.842 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 3.291
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Chiquadratverteilung

(kritische) Chiquadrat-Werte hzw. '.I'.2

df 0.200 0.100 0.050 0.025 0.020 0.010 0.005

1 1.642 2706 3.841 5.024 5412 b.B35 7.879

2 3.2189 4.605 5.951 7.378 7.824 5210 10,897
3 4 B2 B.251 7815 H.345 8.837 11.345 12.838
4 £.985 777 H.4585 11.143 11.668 13.277 14,860
] 7.284 5236 11.070 12.832 13.308 15.056 16.750
B 5.558 10.645 12692 14.449 15.033 16.812 18545
7 8.803 12.017 14,067 16.013 16.622 18.475 20,278
g 11.030 13,362 15,507 17.535 18.16G 20.090 21.955
H 12,242 14 654 165919 19.023 19.679 21.6ER 23.505
10 13.442 15,5987 15,307 20,4583 21.161 23209 25,188
11 14.631 17.275 19.675 21.520 22.R15 24725 26757
12 15.812 18.545 21026 23.337 24.054 2827 28.300
13 16955 19.812 22.3k2 24736 25471 27 bag 29.819
14 18.151 21.064 23.685 26.119 26.873 29141 31.319
15 19.311 22307 24 595 27485 20.2559 J0.578 32.801

16 20,465 23542 262596 20.845 29.633 32.000 34267
17 21615 24785 27 587 301 30,5995 33.403 35,718
18 22760 25585 20.8685 31.526 32,346 34.805 37156
15 23.500 27204 30.144 32.852 33.687 36191 38,582
20 26058 28412 31.410 34170 35.020 37566 38,997
21 26171 28,615 32671 35,478 36.343 35,932 41,401

22 27,307 30.813 335924 36,781 37 .mos 40,285 42,796
23 25,429 J2.007 34172 35.076 35.965 41,635 44,181

24 29553 33.196 36.415 39364 40270 4259580 45 555
25 J0.E75 34,352 37 652 40645 41 566 44314 46,5925
26 31.755 35563 35.8585 41 523 42 556 45642 43,250
27 32912 3674 40,113 43,1585 44140 45,5963 49 645
20 34027 37916 41.337 44 4k1 45 4159 45278 50,5994
29 35.139 39.057 42 557 45 722 45 653 49 5585 52335
30 36,250 40,256 43773 45 573 47 592 A0.552 53672
40 47 2R3 51.805 85,750 53342 B0. 436 B3.651 BE. 7BE
a0 53. 164 B3. 167 67805 71.420 72613 7B.154 79,430
B0 BB.972 74,3597 79.0582 53.255 54.580 g8.379 581.952
120 132806 | 140233 | 146567 | 152211 [ 153918 | 158.950 | 163.648
180 195743 | 204704 | 212304 | 219044 | 221077 | 227.056 | 232620
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F -Verteilung

(kritische) F-Werte
bei Signifikanzniveau von 5%

F

Anzahl Freiheitsgrade (df) im Z&hler
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 60 120 e8]
1 161.45|199.50|215.71|224.58 | 230.16 | 233.99 | 236.77 | 238.88 | 240.54 | 241.88 | 243.91 | 245.95 | 248.01 | 249.05|250.10 | 251.14 | 252.20 | 253.25 | 254.31
2 18.51 | 19.00 | 19.16 | 19.25 | 19.30 | 19.33 | 19.35 | 19.37 | 19.38 | 19.40 | 19.41 | 19.43 | 19.45 | 19.45 | 19.46 | 19.47 | 19.48 | 19.49 | 19.50
3 10.13 | 955 | 9.28 | 9.12 | 9.01 | 894 | 8.89 | 885 | 8.81 8.79 | 874 | 870 | 866 | 864 | 862 | 859 | 857 | 855 | 853
4 7.71 | 694 | 659 | 6.39 | 6.26 | 6.16 | 6.09 | 6.04 | 6.00 | 596 | 591 | 586 | 580 | 577 | 575 | 572 | 569 | 5.66 | 563
5 6.61 | 579 | 5.41 519 | 505 | 495 | 488 | 482 | 477 | 474 | 468 | 462 | 456 | 453 | 450 | 446 | 443 | 440 | 4.36
6 599 | 514 | 476 | 453 | 439 | 428 | 421 | 415 | 410 | 4.06 | 400 | 3.94 | 3.87 | 3.84 | 3.81 3.77 | 3.74 | 3.70 | 3.67
7 559 | 474 | 435 | 412 | 397 | 3.87 | 3.79 | 3.73 | 3.68 | 3.64 | 3.57 | 3.51 3.44 | 3.41 3.38 | 3.34 | 3.30 | 3.27 | 3.23
8 532 | 446 | 407 | 384 | 369 | 3.58 | 350 | 3.44 | 339 | 335 | 3.28 | 3.22 | 3.15 | 3.12 | 3.08 | 3.04 | 3.01 | 297 | 2.93
5 9 512 | 426 | 3.86 | 3.63 | 3.48 | 3.37 | 3.29 | 3.23 | 3.18 | 3.14 | 3.07 | 3.01 294 | 290 | 286 | 2.83 | 279 | 275 | 2.71
£ 10 496 | 410 | 3.71 348 | 333 | 322 | 314 | 3.07 | 3.02 | 298 | 291 | 285 | 277 | 274 | 270 | 266 | 2.62 | 2.58 | 2.54
2 11 484 | 398 | 359 | 336 | 3.20 | 3.09 | 3.01 | 295 | 290 | 285 | 2.79 | 272 | 265 | 2.61 | 257 | 253 | 249 | 245 | 2.40
E 12 475 | 3.89 | 3.49 | 3.26 | 3.11 3.00 | 291 | 285 | 280 | 275 | 269 | 262 | 2.54 | 251 | 247 | 243 | 238 | 2.34 | 2.30
€ 13 4.67 | 3.81 3.41 318 | 3.03 | 292 | 283 | 277 | 2.71 267 | 260 | 253 | 246 | 242 | 238 | 234 | 230 | 225 | 2.21
o 14 460 | 3.74 | 3.34 | 311 | 296 | 285 | 276 | 2.70 | 265 | 260 | 253 | 246 | 239 | 2.35 | 2.31 227 | 222 | 218 | 213
k] 15 454 | 368 | 3.29 | 3.06 | 290 | 279 | 271 | 2.64 | 259 | 254 | 248 | 240 | 233 | 229 | 225 | 220 | 216 | 2.11 2.07
2 16 449 | 363 | 3.24 | 3.01 | 285 | 274 | 266 | 259 | 254 | 249 | 242 | 235 | 228 | 224 | 219 | 215 | 211 | 2.06 | 2.01
s 17 445 | 359 | 3.20 | 296 | 2.81 | 270 | 261 | 255 | 249 | 245 | 238 | 2.31 223 | 219 | 215 | 210 | 2.06 | 2.01 1.96
% 18 441 | 355 | 316 | 293 | 277 | 266 | 258 | 251 | 246 | 241 | 234 | 227 | 219 | 215 | 2.11 206 | 2.02 | 1.97 | 1.92
s 19 438 | 352 | 313 | 290 | 274 | 263 | 254 | 248 | 242 | 238 | 231 | 223 | 216 | 211 | 2.07 | 203 | 198 | 1.93 | 1.88
% 20 435 | 349 | 310 | 287 | 271 | 260 | 251 | 245 | 239 | 235 | 228 | 220 | 212 | 2.08 | 204 | 199 | 1.95 | 190 | 1.84
5 21 432 | 347 | 3.07 | 284 | 268 | 257 | 249 | 242 | 237 | 232 | 225 | 218 | 210 | 2.05 | 2.01 196 | 1.92 | 1.87 | 1.81
< 22 430 | 344 | 3.05 | 282 | 266 | 255 | 246 | 240 | 234 | 230 | 223 | 215 | 2.07 | 2.03 | 198 | 194 | 189 | 1.84 | 1.78
23 428 | 342 | 3.03 | 280 | 264 | 253 | 244 | 237 | 232 | 227 | 220 | 213 | 2.05 | 2.01 1.96 | 1.91 1.86 | 1.81 1.76
24 4.26 | 3.40 | 3.01 278 | 2.62 | 2.51 242 | 236 | 230 | 225 | 218 | 2.1 203 | 198 | 194 | 189 | 1.84 | 1.79 | 1.73
25 424 | 339 | 299 | 276 | 260 | 249 | 240 | 2.34 | 228 | 224 | 2.16 | 2.09 | 2.01 196 | 1.92 | 1.87 | 1.82 | 1.77 | 1.71
30 417 | 332 | 292 | 269 | 253 | 242 | 233 | 227 | 2.21 216 | 2.09 | 2.01 193 | 189 | 1.84 | 1.79 | 1.74 | 1.68 | 1.62
40 4.08 | 323 | 284 | 261 | 245 | 234 | 225 | 218 | 212 | 2.08 | 200 | 192 | 1.84 | 1.79 | 1.74 | 169 | 1.64 | 1.58 | 1.51
60 400 | 3.15 | 276 | 253 | 237 | 225 | 217 | 210 | 204 | 199 | 192 | 1.84 | 1.75 | 1.70 | 1.65 | 159 | 1.53 | 1.47 | 1.39
120 3.92 | 3.07 | 268 | 245 | 229 | 218 | 2.09 | 2.02 | 1.96 | 1.91 1.83 | 1.75 | 1.66 | 1.61 1.55 | 150 | 143 | 1.35 | 1.25
oo | 3.84 | 3.00 | 260 | 2.37 | 221 | 2.10 | 2.01 194 | 188 | 1.83 | 1.75 | 167 | 1.57 | 152 | 146 | 1.39 | 1.32 | 1.22 | 1.00
F -Verteilung
(kritische) F-Werte
bei Signifikanzniveau von 1%
Anzahl Freiheitsgrade (df) im Zahler
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 60 120 o0
1 4'052 | 5°000 | 5’403 | 5625 | 5764 | 5’859 | 5928 | 5'981 | 6’022 | 6'056 | 6'106 | 6’157 | 6’209 | 6’235 | 6’261 | 6'287 | 6’313 | 6’339 | 6'366
2 98.50 | 99.00 | 99.17 | 99.25 | 99.30 | 99.33 | 99.36 | 99.37 | 99.39 | 99.40 | 99.42 | 99.43 | 99.45 | 99.46 | 99.47 | 99.47 | 99.48 | 99.49 | 99.50
3 34.12 | 30.82 | 29.46 | 28.71 | 28.24 | 27.91 | 27.67 | 27.49 | 27.35 | 27.23 | 27.05 | 26.87 | 26.69 | 26.60 | 26.50 | 26.41 | 26.32 | 26.22 | 26.13
4 21.20 | 18.00 | 16.69 | 15.98 | 15.52 | 15.21 | 14.98 | 14.80 | 14.66 | 14.55 | 14.37 | 14.20 | 14.02 | 13.93 | 13.84 | 13.75 | 13.65 | 13.56 | 13.46
5 16.26 | 13.27 | 12.06 | 11.39 | 10.97 | 10.67 | 10.46 | 10.29 | 10.16 | 10.05 | 9.89 | 9.72 | 9.55 | 9.47 | 9.38 | 9.29 | 9.20 | 9.11 9.02
6 13.75 1092 | 9.78 | 9.15 | 875 | 847 | 826 | 810 | 798 | 7.87 | 7.72 | 7.56 | 7.40 | 7.31 723 | 714 | 7.06 | 6.97 | 6.88
7 12.25| 955 | 845 | 785 | 746 | 7.19 | 6.99 | 6.84 | 6.72 | 6.62 | 6.47 | 6.31 6.16 | 6.07 | 599 | 591 | 582 | 574 | 5.65
8 11.26 | 865 | 7.59 | 7.01 | 6.63 | 6.37 | 6.18 | 6.03 | 5.91 581 | 567 | 552 | 536 | 528 | 520 | 512 | 503 | 495 | 4.86
5 9 10.56 | 8.02 | 6.99 | 642 | 6.06 | 580 | 561 | 547 | 535 | 526 | 511 | 496 | 481 | 473 | 465 | 457 | 448 | 440 | 4.31
£ 10 10.04 | 756 | 6.55 | 599 | 564 | 539 | 520 | 506 | 494 | 485 | 471 | 456 | 441 | 433 | 425 | 417 | 4.08 | 4.00 | 3.91
z 11 965 | 7.21 | 6.22 | 567 | 532 | 507 | 489 | 474 | 463 | 454 | 440 | 425 | 410 | 402 | 394 | 3.86 | 3.78 | 3.69 | 3.60
E 12 933 | 6.93 | 595 | 541 | 506 | 482 | 464 | 450 | 439 | 430 | 4.16 | 4.01 3.86 | 3.78 | 3.70 | 3.62 | 3.54 | 3.45 | 3.36
g 13 9.07 | 6.70 | 574 | 521 | 486 | 462 | 444 | 430 | 419 | 410 | 3.96 | 3.82 | 3.66 | 3.59 | 3.51 343 | 3.34 | 325 | 3.17
o 14 8.86 | 6.51 556 | 504 | 469 | 446 | 428 | 414 | 403 | 3.94 | 3.80 | 366 | 3.51 | 3.43 | 3.35 | 3.27 | 3.18 | 3.09 | 3.00
k] 15 8.68 | 6.36 | 542 | 489 | 456 | 432 | 414 | 400 | 3.89 | 3.80 | 3.67 | 3.52 | 3.37 | 3.29 | 3.21 313 | 3.05 | 296 | 2.87
2 16 853 | 6.23 | 529 | 477 | 444 | 420 | 403 | 3.89 | 3.78 | 3.69 | 3.55 | 3.41 326 | 3.18 | 3.10 | 3.02 | 293 | 284 | 2.75
s 17 8.40 | 6.11 518 | 467 | 434 | 410 | 393 | 3.79 | 368 | 3.59 | 3.46 | 3.31 316 | 3.08 | 3.00 | 292 | 283 | 275 | 2.65
% 18 8.29 | 6.01 5.09 | 458 | 425 | 4.01 3.84 | 3.71 360 | 3.51 | 337 | 323 | 3.08 | 3.00 | 292 | 284 | 275 | 266 | 2.57
w 19 818 | 593 | 501 | 450 | 417 | 394 | 3.77 | 363 | 3.52 | 343 | 3.30 | 3.15 | 3.00 | 292 | 284 | 2.76 | 2.67 | 258 | 249
% 20 810 | 585 | 494 | 443 | 410 | 3.87 | 3.70 | 3.56 | 3.46 | 3.37 | 3.23 | 3.09 | 294 | 286 | 278 | 269 | 261 | 252 | 242
s 21 8.02 | 578 | 487 | 437 | 404 | 3.81 3.64 | 3.51 340 | 3.31 | 3.17 | 3.03 | 2.88 | 280 | 2.72 | 264 | 255 | 246 | 2.36
< 22 795 | 572 | 482 | 431 | 399 | 3.76 | 359 | 345 | 335 | 326 | 3.12 | 298 | 283 | 275 | 267 | 258 | 250 | 240 | 2.31
23 7.88 | 566 | 476 | 426 | 3.94 | 3.71 3.54 | 3.41 330 | 321 | 3.07 | 293 | 278 | 270 | 262 | 2.54 | 245 | 235 | 2.26
24 782 | 561 | 472 | 422 | 390 | 3.67 | 350 | 3.36 | 3.26 | 3.17 | 3.03 | 289 | 2.74 | 266 | 258 | 249 | 240 | 2.31 2.21
25 7.77 | 557 | 468 | 418 | 3.85 | 3.63 | 346 | 3.32 | 322 | 313 | 299 | 285 | 270 | 262 | 254 | 245 | 236 | 2.27 | 217
30 756 | 539 | 451 | 402 | 3.70 | 3.47 | 3.30 | 3.17 | 3.07 | 298 | 2.84 | 270 | 255 | 247 | 239 | 230 | 221 | 2.11 2.01
40 731 | 518 | 4.31 3.83 | 3.51 329 | 312 | 299 | 289 | 280 | 266 | 252 | 237 | 229 | 220 | 211 | 2.02 | 1.92 | 1.80
60 7.08 | 498 | 413 | 365 | 3.34 | 3.12 | 295 | 282 | 272 | 263 | 250 | 235 | 220 | 212 | 2.03 | 1.94 | 1.84 | 1.73 | 1.60
120 6.85 | 479 | 395 | 348 | 317 | 296 | 279 | 266 | 256 | 247 | 234 | 219 | 203 | 195 | 186 | 1.76 | 1.66 | 1.53 | 1.38
oo | 6.63 | 4.61 3.78 | 332 | 3.02 | 280 | 2.64 | 251 | 2.41 232 | 218 | 2.04 | 1.88 | 1.79 | 1.70 | 1.59 | 1.47 | 1.32 | 1.00
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Theoretische ARIMA-Modelle

und deren ACF- und PACF-Diagrammes»

1 ACF 1 PACF 1 ACF 1 PACF
S U0 m . g .”.".ﬂ."n 5
” U
-1 - | —1
ARIMA (1,0,0), 'Glattungsparameter’ > 0 ARIMA (1,0,0), 'Glattungsparameter’ <0
1 ACF 1 PACF 1 ACF 1 PACF
3 ™ p % ”””ﬂnnn

1

e

ARIMA (0,0,1), 'Glattungsparameter’ = 0

1 ACF

=

PACF

[ Lkkae

ARIMA (1,0,1), 'Glattungsparameter AR <0; MA=> 0

300 sjehe auch SPSS Trends 10.0, 1999, S. 292ff.

=2

ARIMA (0,0,1), 'Glattungsparameter’ <0

1
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Formelsammlung

INDEXZAHLEN — Kapitel 4

Preis Zeitpunkt t

Preiseinzelindex = -
reis Basiszeitpunkt

. Preise Zeitpunkt t

ungewogener Preisindex = —————
& & Y. Preise Basiszeitpunkt

Z(PreiS Zeitpunktt ° Menge Basiszeitpunkt)

Z(Prels Basiszeitpunkt ° Menge Basiszeitpunkt)

Preisindex nach Laspeyres =

Z(PreiS Zeitpunktt ° Menge Zeitpunkt t)

Z(Prels Basiszeitpunkt ° Menge Zeitpunkt t)

Preisindex nach Paasche =

2
Index nach Fisher = \/ Index nach Laspeyres * Index nach Paasche

Z(Preis Zeitpunktt Menge Zeitpunkt t)

Wert-Index = -
Z(Prels Basiszeitpunkt ° Menge Basiszeitpunkt)

MITTELWERTE UND KENNZAHLEN DER STREUUNG - Kapitel 5

Einfaches arithmetisches Mittel einer Grundgesamtheit

_ XX
N

U

u steht fir das einfache arithmetische Mittel einer Grundgesamtheit [mi]

N ist die Anzahl von Werten in der Grundgesamtheit

x; steht fUr einen Wert der Grundgesamtheit

Y ist das Summenzeichen 'sigma’ und zeigt die mathematische
Operation des Summierens an

2x; ist die Summe aller x; — Werte

Einfaches arithmetisches Mittel einer Stichprobe

S

n

X =

X steht fUr das einfache arithmetische Mittel einer Stichprobe [x quer]
n ist die Anzahl von Werten in der Stichprobe
x; steht flr einen Wert der Stichprobe
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Gewogenes arithmetisches Mittel einer Stichprobe

x(w; - x)
2w

X =

x steht flr das gewogene arithmetische Mittel einer Stichprobe [x quer]

x; steht fUr einen Wert einer Stichprobe, bzw. eine Kategorienmitte bei
Haufigkeitsverteilungen

w; ist die relative oder absolute Haufigkeit des Vorkommens von x;

2w; steht flr die Summe der relativen oder absoluten Haufigkeiten und
ist entweder 1 oder n

Geometrisches Mittel

XeMm =r\l/x1 T X2 X3 ""xnzri/nxi
Spannweite
Spannweite = hochster Wert - niedrigster Wert

Mittlere bzw. durchschnittliche absolute Abweichung vom arithmetischen Mittel einer Stichprobe

Xlx; - x|

n

MD =

x; steht fUr einen Wert der Stichprobe, bzw. eine Kategorienmitte bei
Haufigkeitsverteilungen

X ist das arithmetische Mittel der Stichprobe

n ist die Anzahl von Werten in der Stichprobe

| | steht fiir die den absoluten Wert, bzw. das Vorzeichen
wird einfach weggelassen

Standardabweichung einer Grundgesamtheit

I 2(x; - p)?
- N

o steht fUr die Standardabweichung einer Grundgesamtheit [sigma]
u ist das arithmetische Mittel einer Grundgesamtheit [mu]

N ist die Anzahl von Werten in der Grundgesamtheit

x; steht fur einen Wert der Grundgesamtheit

Standardabweichung einer Stichprobe

_? |20 -%)?
T -1

s steht fur die Standardabweichung einer Stichprobe
X ist das arithmetische Mittel einer Stichprobe

n ist die Anzahl von Werten in der Stichprobe

x; steht fUr einen Wert der Stichprobe
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Transformation

Standardabweichung einer Grundgesamtheit

o= 2| [0 - )?* - wil
B zw;

u  steht fir das gewogene arithmetische Mittel einer Grundgesamtheit [mi]

x; steht flr einen Wert der Grundgesamtheit, bzw. eine Kategorienmitte bei
Haufigkeitsverteilungen

w; istdie relative oder absolute Haufigkeit des Vorkommens von x;

Y w; steht fur die Summe der relativen oder absoluten Haufigkeiten und ist
entweder 1 oder N

Varianz einer Grundgesamtheit

52— 2(x; - p)?
- N

Varianz einer Stichprobe

2= Y (x; - %)?

n—1

Variationskoeffizient einer Stichprobe

CV =

Ri| »

Rendite/Risiko-Kennzahl von Sharpe

Kennzahl von Sharpe _ ? Rend-itevon Portefeuille i in Periode j ~ @ risikofreie Renditein Periode j
in Periode | = : -
i Feriode] Standardabweichung der Renditey,y, portefeuile i in Periode j

DISKRETE UND STETIGE ZUFALLSVERTEILUNGEN - Kapitel 7

Arithmetische Mittel einer Zufallsverteilung (Erwartungswert)

k=B = ) b p()]

u steht fUr das arithmetische Mittel [mU]

E(X) steht fur den Erwartungswert

x; steht flr einen Wert der auftretenden Falle bzw. der Zufallsvariablen
p(x;) ist die relative Wahrscheinlichkeit eines x; — Wertes
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Standardabweichung bzw. Varianz einer Zufallsverteilung

o= i/Z[(xi -w)?% - p(x)]

02 =VO0) = ) [ -0 )]

o bzw. 6?2 steht fir die Standardabweichung bzw. Varianz [sigma]

u steht flr das arithmetische Mittel [mU] bzw. den Erwartungswert E(X)
V(X) steht fur die Varianz

x; steht fur einen Wert der auftretenden Falle bzw. der Zufallsvariablen
p(x;) ist die relative Wahrscheinlichkeit eines x; — Wertes

Einzelwahrscheinlichkeit des Auftretens von x; 'Erfolgen' der Binomialverteilung

n!

P(x;) = ¥ (1-m)" X

X! - (n-x)!

P(x;) ist die Einzelwahrscheinlichkeit des Auftretens von x; 'Erfolgen’
x; steht fur die Anzahl des Auftretens von 'Erfolgen’
n ist die Anzahl von Versuchen
7 ist die (theoretische) Wahrscheinlichkeit des 'Erfolges’ bei jedem Versuch [pi]
I steht fUr 'Fakultat' und bedeutet die Multiplikation der vorgegebenen Zahl mit
der nachst kleineren ganzen Zahl bis hinunter auf 1 (definitionsgemass ist 0! = 1)

Arithmetische Mittel einer Binomialverteilung

U=n-m

Standardabweichung bzw. Varianz einer Binomialverteilung

0=i/n-7r -(1-nm)
o’?=n-m-(1-n)

Einzelwahrscheinlichkeit des Auftretens von x; 'Erfolgen’ der hypergeometrischen
Zufallsverteilung

S! (N-S)!
P(x;) = x! - (S-x)! : (n-;}ci)! " (N-S-n+x)!

P(x;) ist die Einzelwahrscheinlichkeit des Auftretens von x; 'Erfolgen’
x; steht fUr die Anzahl des Auftretens von 'Erfolgen’
n ist die Anzahl von Versuchen bzw. die GrOsse der Stichprobe
N ist die GrOsse der Grundgesamtheit, aus der die Versuche entnommen werden
S ist die Anzahl von 'Erfolgen’ in der Grundgesamtheit, wobeim =S /N
I'steht fUr 'Fakultat' und bedeutet die Multiplikation der vorgegebenen Zahl mit der
nachst kleineren ganzen Zahl bis hinunter auf 1 (definitionsgemass ist 0! = 1)
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Einzelwahrscheinlichkeit des Auftretens von x; 'Ereignissen' der Poissonverteilung

#xi . e_ﬂ

xl-!

P(x;) =

U ist das arithmetische Mittel der auftretenden 'Ereignisse’
(innerhalb eines gegebenen Zeitintervalls)[mi], wobeipg=n -
P(x;) ist die Einzelwahrscheinlichkeit des Auftretens von x; 'Ereignissen’
X; steht fUr die Anzahl des Auftretens von 'Ereignissen’
e ist die Konstante 2.71828 (Basis des Logarithmus naturalis 'In' bzw. 'log'e)
! steht fUr 'Fakultdt' und bedeutet die Multiplikation der vorgegebenen Zahl mit der
nachst kleineren ganzen Zahl bis hinunter auf 1 (definitionsgemass ist 0! = 1)

'Transformation' einer Normalverteilung zur Standardnormalverteilung 'z'

o steht fur die Standardabweichung [sigma] der Normalverteilung
uist das arithmetische Mittel bzw. der Erwartungswert [mu] der Normalverteilung
x steht flr irgendeinen Wert bzw. Merkmalsauspragung des Daten-Sets

STICHPROBENTHEORIE UND STICHPROBENVERTEILUNGEN - Kapitel 8

Zusammenhang zwischen den Parametern der Grundgesamtheit und denjenigen der arithmetischen
Mittel der Stichprobe:

Uy = U
o
Oy = —

Vn

U steht flr das arithmetische Mittel der arithmetischen Mittel der Stichproben
u ist das arithmetische Mittel [mU] der Grundgesamtheit

oy steht fUr die Standardabweichung der arithmetischen Mittel der Stichproben
o ist die Standardabweichung [sigma] der Grundgesamtheit

n istder Stichprobenumfang

Zusammenhang zwischen den Parametern der Grundgesamtheit und denjenigen der Stichprobe:

, wenn o der Grundgesamtheit bekannt

sy = — ,wenn o der Grundgesamtheit unbekannt

Vn

Uy, X steht flr das arithmetische Mittel der Stichprobe

u ist das arithmetische Mittel [mii] der Grundgesamtheit

oy bzw. s, steht fUr die Standardabweichung der Stichprobe bei bekanntem und
unbekanntem 'o’

o istdie Standardabweichung [sigma] der Grundgesamtheit

s ist die Standardabweichung der Stichprobe

n ist der Stichprobenumfang
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95%ige Vertrauensintervall des arithmetischen Mittels der Grundgesamtheit

bzw. ¥ +z- ; wobei 'z' hier der kritische z-Wert darstellt

Sl

o S
— bzw. ¥ £1.96-—

Vn o n

[EnN
O

o s
u=x +tz-— bzw. X +z-— ;wobei 'z hier der kritische z-Wert darstellt
Vn Vn
o s
=x +2575-— bzw. ¥ +2.575 - —
g vn N

95%ige Vertrauensintervall des arithmetischen Mittels der Grundgesamtheit bei Prozentanteilen
bzw. Proportionen

mn-(1-m (1=
n=p tz- —( ) bzw. p £z M ; wobei 'z' hier der
n n

kritische z-Wert darstellt

m-(1-m -(1-
m=p +196- ¥ bzw. p +1.96- M
n n

p steht fUr das arithmetische Mittel der Stichprobe ausgedruckt als

X
Prozentanteil bzw. Proportion und entspricht dem Wert (—)
n

m ist das arithmetische Mittel der Grundgesamtheit ausgedruckt
als Prozentanteil bzw. Proportion [pi]
n ist der Stichprobenumfang

99%ige Vertrauensintervall des arithmetischen Mittels der Grundgesamtheit bei Prozentanteilen
bzw. Proportionen

m-(1-m (1=
n=p tz- —( ) bzw. p £z M ; wobei 'z' hier der
n n

kritische z-Wert darstellt

(11— (1=
T=p +2575- f%”) bzw. p + 2.575- /w
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'Optimaler' Stichprobenumfang zur Bestimmung der Konfidenz- bzw. Vertrauensintervall des arith-

metischen Mittels der Grundgesamtheit [bzw. der Prozentanteile oder Proportionen desselben]

. (Q)Z bzw. [n =p-(1-p)- (%)2]

E

n steht fUr den zu ermittelnden 'optimalen’ Stichprobenumfang
z ist der kritische z-Wert bezlglich des gewahlten Konfidenz- bzw.

Vertrauensniveaus

s ist die (geschatzte) Standardabweichung der Grundgesamtheit

p ist das (geschatztes) arithmetische Mittel der Grundgesamtheit
ausgedruckt als Prozentanteil bzw. Proportion

E ist die absolute, maximal zuldssige Abweichung

HYPOTHESENTESTS — Kapitel 9

Test-Statistik bezliglich des arithmetischen Mittels der Grundgesamtheit aufgrund einer grossen

Stichprobe

z* =

Vn

X-u
S

Vn

X-u

zZ* =

bei bekannter Standardabweichung der Grundgesamtheit 'c’

bei unbekannter Standardabweichung der Grundgesamtheit 'o’

z * steht fUr die standardisiert Prufgrosse bzw. Test-Statistik
bezlglich Standardnormalverteilung
o istdie Standardabweichung [sigma] der Grundgesamtheit
ist die Standardabweichung der Stichprobe

ist das arithmetische Mittel der Stichprobe

s
u istdas arithmetische Mittel [mU] der Grundgesamtheit
x
n

steht fur den Stichprobenumfang

Fehler des Typs | und des Typs I

Null-Hypothese

H, wird nicht verworfen

Hy wird verworfen

H, ist richtig

richtige Entscheidung

Fehler des Typs | [a]

H, ist falsch

Fehler des Typs Il [B]

richtige Entscheidung
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Einige wichtige zuséatzliche Test-Statistiken

Fragestellung /
Null-Hypothese bekannt / Test-Statistik Bemerkungen
unbekannt
u o bekannt . X-p Grundgesamtheit normal-
z= o verteilt oder Stichprobe
Vn grosser als 30
u o unbekannt o X-U Grundgesamtheit normal-
TS verteilt und Stichprobe
Vn grosser als 30
oder
Stichprobe grésser als 100
u o unbekannt b ko X-p Grundgesamtheit normal-
(1) = 5 verteilt und Stichprobe klei-
Vn ner als 30
Uy = Uy 0, und o, be- " X1 - X Grundgesamtheit normal-
bzw. kannt z= 0,2 0,2 verteilt oder beide Stichpro-
Ly - py =0 Y, ben je grésser als 30
Ui =y 0, und o, unbe- - Xq - X, beide Stichproben je gros-
kannt 52 5,2 ser als 100
PR
W =l 0,% und g, un- Eomm, 2y = X1 - X Grundgesamtheit normal-
bekannt 1tn; \/(Tll‘l) 512+ (np-1) - 5,2 (l N i) verteilt
ny +n,-2 n n,
o? 1 unbekannt 2 (n-1) - 52 Grundgesamtheit normal-
Yoy = 2 verteilt
012 = 0,2 5,2 Grundgesamtheit normal-
bzw. Foainen™= 53 verteilt;
0,2 -0,% = falls zweiseitiger Test:
grosseres s? in den Zhler
T o5 = b-m bei Prozentanteilen bzw.
7-(1—m) Proportionen;
X
n = —
p n
bei Prozentanteilen bzw.
T =T, S P1-P2 Proportionen;
bzw. Dc - (l'pc) + Dc - (l'pc) Pe = ﬂ
T -, =0 n n, ¢ ny+n,
9
n=——-=
! my - (1-11)
_ 9
"2 m, - (1-m3)

REGRESSION UND KORRELATION - Kapitel 10

Linearer Zusammenhang bzw. Regressionsgerade

Y'=a0+b'X

Y' steht fur den geschatzten Wert der abhangigen Y-Variable
bezlglich eines gewdhlten X-Wertes

a, ist der Achsenabschnitt (intercept) der linearen Gleichung
bei einem X-Wert von Null

b ist die Steigung (slope) der linearen Gleichung,
d.h. wieviel sich durchschnittlich der geschatzte Wert von Y'

durch eine Veranderung einer Einheit von X verandert
X istjeder gewahlte Wert der unabhangen Variablen 'X'
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Korrelationskoeffizient

. YIE-X) - (Y-D] _ Covxy
VEX-X2-X(Y-V)2  Sx- Sy

r steht fUr den Korrelationskoeffizient

X istder jeweilige X-Wert eines beobachteten Wertepaares
X ist das arithmetische Mittel aller X-Werte

Y ist der jeweilige Y-Wert eines beobachteten Wertepaares
Y ist das arithmetische Mittel aller Y-Werte

: 2|Z(X -X)?
Sy Standardabweichung der X-Werte bzw. sy = 1
: 21X(Y-Y)?
Sy Standardabweichung der Y-Werte bzw. sy = 1

LEX-X) - (Y-V)]

n—1

covyy Kovarianz bzw. covyy =

Null-Hypothese und Alternativ-Hypothese beziiglich Korrelationskoeffizient

Hy: p = 0 (Die Korrelation [p] in der Grundgesamtheit ist gleich Null)
Hy: p # 0 (Die Korrelation [p] in der Grundgesamtheit ist von Null verschieden)

Test-Statistik bzw. Priifgrosse beziiglich des Korrelationskoeffizienten

LT Vn-2
‘"= T
r steht fUr den Korrelationskoeffizient
n ist die Anzahl der Beobachtungen

(n - 2) ist die Anzahl der Freiheitsgrade

Determinationskoeffizient bzw. Bestimmtheitsmass

2

o [ ZIX-% - (-D)]
VIX-X)Z-%(Y-Y)?

r? steht fir den Determinationskoeffizient und entspricht dem

Quadrat des Korrelationskoeffizienten
ist der jeweilige X-Wert eines beobachteten Wertepaares
ist das arithmetische Mittel aller X-Werte
ist der jeweilige Y-Wert eines beobachteten Wertepaares
ist das arithmetische Mittel aller Y-Werte

i< <K
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2
p2 =S _
Sr? Varianz Total,,, y

;o2
2'-Y) SSR SSE

erklarte Varianz,,, y _ = 1
= sy SST ~ T SST

i
T [ =
=2

7
—_

wobei sp? =5,% + 5,2

SSR  (Sum of Squared Regressions)
ist die Quadratsumme der Regressionsabweichungen bzw. Z(Y’ -Y)?2

SSE  (Sum of Squared Errors or residuals)
ist die Quadratsumme der Residuenabweichungen

(auch als € bezeichnet) bzw. Z(Y -Y")?
SST  (Sum of Squared Totals) ist die Quadratsumme der
Total-Abweichungen bzw. Z(Y -Y)?

Methode der kleinsten Quadrate

Y'=a0+b'X

Y' steht fur den geschatzten Wert der abhangigen Y-Variable
bezlglich eines gewahlten X-Wertes
ay ist der Achsenabschnitt der linearen Gleichung bei einem X-Wert von Null
b istdie Steigung der linearen Gleichung - Regressionskoeffizient
(regression coefficient) genannt,
d.h. wieviel sich durchschnittlich der geschatzte Wert von Y'
durch eine Veranderung einer Einheit von X verandert
X istjeder gewahlte Wert der unabhangen Variablen 'X'

YIX-X)-(Y-V)]  covgy
Y(X-X)? sy?

X steht fur das arithmetische Mittel der X-Werte
Y steht fur das arithmetische Mittel der Y-Werte

Standardfehler der Schatzung

SEE = M
,' n-2

Durbin-Watson-Statistik

_ X(e - St—l)z

Dw
Y&

&  Residuenabweichungen bzw. (Y - Y')
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Vertrauensintervall des 'wahren' Achsenabschnitts '«,' der Grundgesamtheit

X X2
dp = dg i t(n—Z) - SEE - m

ay steht fUr den 'wahren' Achsenabschnitt (der Grundgesamtheit)
X steht fUr das arithmetische Mittel der X-Werte

" . XY -Y)?
SEE steht den Standardfehler der Schatzung bzw. ist gleich s

t(n—2) istder kritische, dem verlangten Signifikanzniveau
entsprechende t-Wert bei (n - 2) Freiheitsgraden

Vertrauensintervall der 'wahren' Steigung '#' der Grundgesamtheit

SEE

K -%)?

B steht flir die 'wahren' Steigung (der Grundgesamtheit)
X  steht fUr das arithmetische Mittel der X-Werte

. : XY -Y)?
SEE steht den Standardfehler der Schatzung bzw. ist gleich o

t(n-2) istder kritische, dem verlangten Signifikanzniveau
entsprechende t-Wert bei (n - 2) Freiheitsgraden

B=bttm-2-

Das Vertrauensintervall flr die 'wahre' Einzel-Prognose Y* (bei gegebenem X*)

YE = Y+t SEE- |14 L4 &%
I n B(X-X)?
Y*  steht fUr den 'wahren' Prognosewert (der Grundgesamtheit)
bei gegebenem X*
Y™* ist der Prognosewert (bei gegebenem X*) gemdss den
Parametern a, und b
X* istder fUr die Prognose gegebene X-Wert

. : XY -Y)?
SEE steht den Standardfehler der Schatzung bzw. ist gleich I —

t(n—2) istder kritische, dem verlangten Signifikanzniveau
entsprechende t-Wert bei (n - 2) Freiheitsgraden
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Test-Statistiken bzw. Prifgréssen beziglich des 'wahren' Achsenabschnitts 'a,' bzw. der 'wahren'
Steigung 'B' (der Grundgesamtheit)

a
fUI'OCO: t(n—Z)*: 9
_XX*
SEE - [ n (X -%P
.. ) b
fUT,B: t(n_z) = T

S -X)?

@y steht fUr den 'wahren' Achsenabschnitt (der Grundgesamtheit)

a, steht flr den 'geschatzten' Achsenabschnitt der Regressionsgeraden
B steht fur die 'wahren' Steigung (der Grundgesamtheit)

b steht fUr die 'geschatzte' Steigung der Regressionsgeraden

X steht fir das arithmetische Mittel der X-Werte

) : XY -Y)?
SEE steht den Standardfehler der Schatzung bzw. ist gleich I —

tn-2)* steht fUr die standardisiert PrlfgrOsse bzw. Test-Statistik
bezlglich T-Verteilung bei (n - 2) Freiheitsgraden

Multiple Regressionsgerade

Y':ao + bl'X1+ bz'Xz e+ bk'Xk

Y' steht fUr den geschatzten Wert der abhangigen Y-Variable
bezlglich der gewahlten X-Werte [X{, X, ... Xi]
a, ist der Achsenabschnitt der linearen Gleichung, wenn
alle X-Werte gleich Null sind
b, b, ... by istdie jeweilige Steigung - auch Regressionskoeffizienten
genannt, d.h. wieviel sich durch schnittlich der geschatzte
Wert von Y' durch eine Veranderung lediglich
einer Einheit von X; bzw. X, bzw. ... X, verandert
X1, X5 ... X) istjeder gewahlte Wert der unabhangigen
Variablen 'X;' bzw. 'X," bzw. ... X}’

Null-Hypothese (und somit auch Alternativ-Hypothese) beziiglich der 'wahren' Regressionskoeffi-
zienten

Hy=p1 =2 = . = B =0
H, = nichtalle 8's sind Null

© Dr. Oscar Treyer 20. August 2024 Business_Statistik_2Aufl_2024_10_X_v33.docx



Business Statistik - zweite, Isicht iiberarbeitet Auflage 232

Test-Statistik bzw. Priifgrosse beziglich der 'wahren' Regressionskoeffizienten

. r2  (n-k-1) SSR (n-k-1)
Flsme™ = @02y Y OSSETT k
r? ist der Determinationskoeffizient

SSR  ist die Quadratsumme der Regressionsabweichung

bzw. E(Y' -Y)?

SSE  istdie Quadratsumme der Residuenabweichung
(auch als € bezeichnet) bzw. E(Y -Y")?

Capital Asset Pricing Modell (CAPM)

E(R;) =Rp + B - [E(Ry) - Rf]

E(R;) steht flr die erwartete Rendite der Investition 'i'

Ry ist die risikolose Rendite

E(Ry) ist die erwartete Rendite des Markt-Portefeuilles

Bi ist die Sensitivitat oder Beziehung der Rendite der Investition 'i'

bezlglich der Rendite des Markt-Portefeuilles
[E(Ry) - Rp] wird auch Markt-Risiko-Préamie (market risk premium) genannt

ZEITREIHENANALYSE UND PROGNOSE - Kapitel 11

Additive Zeitreihenmodell

Y=T+S+1

Y sind die beobachteten Werte einer Zeitreihe

T ist die langfristige, Uberjahrige Trend-Komponente

S ist die saisonale, unterjahrig wiederkehrende Komponente
I ist die irregulare, rein zufallige Residualkomponente

Multiplikative Zeitreihenmodell

Y=T-S-1
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Fachworter Deutsch - Englisch

Achsenabschnitt

additives Modell
Alternativ-Hypothese
Anfangswerte

Annahme

ANOVA bzw. Varianzanalyse
arithmetisches Mittel
Ausreisser

Aussage

Autokorrelation
Autokorrelation bzw. ACF
Baumdiagramm

Behauptung
Binomialverteilung
Chiquadratverteilung
darstellen

Daten-Niveau mit Intervall
Daten-Niveau mit Verhaltniswert
Determinationskoeffizient
diskret

diskrete Zufallsverteilungen
ein- und zweiseitige Signifikanztests

einfache Zufallsstichprobe
einfacher Durchschnitt
empirisches Gesetz
Entscheidungsregel

Ereignisse

Ergebnistabelle
Erwartungswert

exponentielles Glatten

Falle

Fehler des Typs | und Typs |l
Freiheitsgerade

F-Verteilung

gegenseitig ausschliessend
geometrisches Mittel

Gesetz der unwahrscheinlichen Ereignisse
gewogener Index

gewogenes arithmetisches Mittel
gleitender Durchschnitt
gleitender Durchschnitt zentriert
glockenférmig

grafische Darstellung
Grundgesamtheit

Glltigkeit

Haufigkeitspolygon
Haufigkeitsverteilung

intercept

additiv model

alternative hypothesis
initial values

assumption

analysis of variance
arithmetic mean

outlier

statement

serial correlation

auto correlation function
tree diagram

claim

binomial probability distribution
Chi-square distribution
presenting

interval level data

ratio level data

coefficient of determination
discrete

discrete probability distributions
one-tailed and two-tailed tests of signifi-
cance

simple random sampling
average

empirical rule

decision rule

events

contingency table
expected value
exponential smoothing
outcomes

type | error and type Il error
degrees of freedom

F distribution

mutually exclusive
geometric mean

law of improbable events
weighted index

weighted mean

moving average

centered moving average
bell-shaped

grafic presentation
population

validity

frequency polygon
frequency distribution
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Heteroskedastizitat

Histogramm

hypergeometrische Zufallsverteilung
Hypothese

Hypothesentest

Hypothesentest

Indexzahlen

interner (jahrlicher) Ertragssatz
Kategorien

Kategorienintervalle
Kategorienmitten

Kennzahlen der Streuung

Klumpen bzw. Teilmengen
Klumpenzufallsstichprobe
Konfidenz- bzw. Vertrauensintervall
Korrelations-Analyse
Korrelationskoeffizient
Kostentreiber

Kovarianz

Kreis-Diagramm

Linien-Diagramme

Masszahl der zentralen Tendenz
Median

Methode der kleinsten Quadrate
Methode des gleitenden Durchschnitts
Minimax- oder Extremwert-Methode
Mittelwerte

mittlere bzw. durchschnittliche absolute Ab-

weichung vom arithmetischen Mittel
Modus

Maoglichkeit des Auftretens
Moglichkeiten-Tabelle
Multikollinearitat
multiplikatives Modell
Muster; Schema

negative Schiefe
nichtparametrische Tests
Nicht-Zufallsstichprobe
Niveau der Messung
nominales Daten-Niveau
Normalverteilung
Null-Hypothese

ordinales Daten-Niveau
partielle Autokorrelation bzw. PACF
Poissonverteilung
Polygonzug

positive Schiefe

Prognose

p-Wert

p-Wert

Quartil

Regression und Korrelation

heteroscedasticity
histogram

hypergeometric probability distribution
hypothesis

test of hypothesis
hypothesis testing

index numbers

yield

categories

class intervals

class midpoints

measures of dispersion
strata

stratified random sampling
confidence interval
correlation analysis
coefficient of correlation
cost driver

covariance

pie charts

line charts

measure of central tendency
median

least-squares method
moving-average method
high-low method
measures of location
mean deviation

mode

chance or likelihood
contingency table
multicollinearity

multiplicative model

pattern

negative skewness
nonparametric tests
nonprobability sampling

level of measurement
nominal level data

normal probability distribution
null hypothesis

ordinal level data

partial auto correlation function
poisson probability distribution
frequency polygon

positive skewness
forecasting

p-value

significance

quartile

regression and correlation
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Regressions-Analyse
Regressionskoeffizient
relevanter Bereich
Residual-Komponente
saisonale Komponente
saisonbereinigt

sammeln

Saulen- und Balken-Dia- gramme
Schema

schief

Schiefe

Sharpe-Kennzahl

sich gegenseitig ausschliessen
Signifikanzniveau
Signifikanztest

Spalten

Spannweite
Stamm-und-Blatt-Diagramm
Standardabweichung
Standardfehler
Standardfehler der Schatzung
Standardnormalverteilung
stationare Zeitreihenwerte
Statistik

statistisch

statistische Schlussfolgerungen
Steigung

stetig

stetige Zufallsverteilungen
Stichprobe
Stichprobentheorie und Stichprobenverteilun-
gen

Streudiagramm
Student-Verteilung

subjektiv

systematische Abweichung
systematische Zufallsstichprobe
Tabelle

Test-Statistik
Trend-Komponente
Tschebyscheffsches Theorem
T-Verteilung

umbasieren

unechte Korrelation
ungewogener Index
ungewogener Index

Urliste

Urliste

Varianz

Varianzanalyse bzw. ANOVA
Variationskoeffizient
Vernunftigkeit

regression analysis
regression coefficient
relevant range

irregular component
seasonal component
seasonally adjusted
collecting

vertical and horizontal bar charts
pattern

skewed

skewness

Sharpe ratio

mutually exclusive

level of significance

test of significance

columns

range

stem-and-leaf display
standard deviation

standard error

standard error of estimate or SEE
standard normal probability distribution
stationary series

statistics

empirical

inferences

slope

continuous

continuous probability distribution
sample

sampling methods and sampling distribu-
tions

scatterplot

student's t distribution
subjective

bias

systematic random sampling
table

test statistic

trend

Chebyshev's theorem
student's t distribution
shifting the base

spurious correlation
unweighted index

simple aggregate index
ungrouped data

raw material

variance

analysis of variance
coefficient of variation
reasonableness
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vollstandig
Wahrscheinlichkeitsrechnung
weisses Rauschen
Wertbeeintrachtigung
Wert-Index

wirksamer

Zeilen
Zeitreihenanalyse
zentraler Grenzwertsatz
Zufallsstichprobe
Zufallsvariable
Zulassigkeit
zusammentragen
zyklische Komponente

exhaustive
probability

white noise
impairment
value index

more effective

rows
time series

central limit theorem
probability sampling

random variable

validity
collecting

cyclic component
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Fachworter Englisch - Deutsch

additiv model

alternative hypothesis
analysis of variance
analysis of variance
arithmetic mean
assumption

auto correlation function
average

bell-shaped

bias

binomial probability distribution
categories

centered moving average
central limit theorem
chance or likelihood
Chebyshev's theorem
Chi-square distribution
claim

class intervals

class midpoints
coefficient of correlation
coefficient of determination
coefficient of variation
collecting

collecting

columns

confidence interval
contingency table
contingency table
continuous

continuous probability distribution
correlation analysis

cost driver

covariance

cyclic component
decision rule

degrees of freedom
discrete

discrete probability distributions
empirical

empirical rule

events

exhaustive

expected value
exponential smoothing

F distribution

forecasting

frequency distribution
frequency polygon

additives Modell
Alternativ-Hypothese
ANOVA bzw. Varianzanalyse
Varianzanalyse bzw. ANOVA
arithmetisches Mittel
Annahme

Autokorrelation bzw. ACF
einfacher Durchschnitt
glockenférmig

systematische Abweichung
Binomialverteilung
Kategorien

gleitender Durchschnitt zentriert
zentraler Grenzwertsatz
Mdglichkeit des Auftretens
Tschebyscheffsches Theorem
Chiquadratverteilung
Behauptung
Kategorienintervalle
Kategorienmitten
Korrelationskoeffizient
Determinationskoeffizient
Variationskoeffizient
sammeln

zusammentragen

Spalten

Konfidenz- bzw. Vertrauensintervall
Ergebnistabelle
Moglichkeiten-Tabelle

stetig

stetige Zufallsverteilungen
Korrelations-Analyse
Kostentreiber

Kovarianz

zyklische Komponente
Entscheidungsregel
Freiheitsgerade

diskret

diskrete Zufallsverteilungen
statistisch

empirisches Gesetz
Ereignisse

vollstéandig

Erwartungswert
exponentielles Glatten
F-Verteilung

Prognose
Haufigkeitsverteilung
Haufigkeitspolygon
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frequency polygon
geometric mean
grafic presentation
heteroscedasticity
high-low method
histogram
hypergeometric probability distribution
hypothesis
hypothesis testing
law of improbable events
impairment

index numbers
inferences

initial values

intercept

interval level data
irregular component
least-squares method
level of measurement
level of significance
line charts

mean deviation

measure of central tendency
measures of dispersion
measures of location

median

mode

more effective

moving average
moving-average method
multicollinearity

multiplicative model

mutually exclusive

mutually exclusive

negative skewness

nominal level data
nonparametric tests
nonprobability sampling
normal probability distribution
null hypothesis

one-tailed and two-tailed tests of signifi-
cance

ordinal level data

outcomes

outlier

partial auto correlation function
pattern

pattern

pie charts

poisson probability distribution
population

Polygonzug

geometrisches Mittel

grafische Darstellung
Heteroskedastizitat

Minimax- oder Extremwert-Methode
Histogramm

hypergeometrische Zufallsverteilung
Hypothese

Hypothesentest

Gesetz der unwahrscheinlichen Ereignisse
Wertbeeintrachtigung

Indexzahlen

statistische Schlussfolgerungen
Anfangswerte

Achsenabschnitt

Daten-Niveau mit Intervall
Residual-Komponente

Methode der kleinsten Quadrate
Niveau der Messung
Signifikanzniveau
Linien-Diagramme

mittlere bzw. durchschnittliche absolute Ab-
weichung vom arithmetischen Mittel
Masszahl der zentralen Tendenz
Kennzahlen der Streuung
Mittelwerte

Median

Modus

wirksamer

gleitender Durchschnitt

Methode des gleitenden Durchschnitts
Multikollinearitat

multiplikatives Modell

gegenseitig ausschliessend

sich gegenseitig ausschliessen
negative Schiefe

nominales Daten-Niveau
nichtparametrische Tests
Nicht-Zufallsstichprobe
Normalverteilung

Null-Hypothese

ein- und zweiseitige Signifikanztests

ordinales Daten-Niveau

Falle

Ausreisser

partielle Autokorrelation bzw. PACF
Muster; Schema

Schema

Kreis-Diagramm

Poissonverteilung
Grundgesamtheit
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positive skewness
presenting

probability

probability sampling
p-value

quartile

random variable

range

ratio level data

raw material
reasonableness
regression analysis
regression and correlation
regression coefficient
relevant range

rows

sample

sampling methods and sampling distribu-
tions

scatterplot

seasonal component
seasonally adjusted

serial correlation

Sharpe ratio

shifting the base
significance

simple aggregate index
simple random sampling
skewed

skewness

slope

spurious correlation
standard deviation
standard error

standard error of estimate or SEE
standard normal probability distribution
statement

stationary series

statistics

stem-and-leaf display
strata

stratified random sampling
student's t distribution
student's t distribution
subjective

systematic random sampling
table

test of hypothesis

test of significance

test statistic

time series

tree diagram

positive Schiefe

darstellen
Wahrscheinlichkeitsrechnung
Zufallsstichprobe

p-Wert

Quartil

Zufallsvariable

Spannweite

Daten-Niveau mit Verhaltniswert
Urliste

Vernunftigkeit
Regressions-Analyse
Regression und Korrelation
Regressionskoeffizient
relevanter Bereich

Zeilen

Stichprobe
Stichprobentheorie und Stichprobenverteilun-
gen

Streudiagramm

saisonale Komponente
saisonbereinigt
Autokorrelation
Sharpe-Kennzahl
umbasieren

p-Wert

ungewogener Index
einfache Zufallsstichprobe
schief

Schiefe

Steigung

unechte Korrelation
Standardabweichung
Standardfehler
Standardfehler der Schatzung
Standardnormalverteilung
Aussage

stationare Zeitreihenwerte
Statistik
Stamm-und-Blatt-Diagramm
Klumpen bzw. Teilmengen
Klumpenzufallsstichprobe
Student-Verteilung
T-Verteilung

subjektiv

systematische Zufallsstichprobe
Tabelle

Hypothesentest
Signifikanztest
Test-Statistik
Zeitreihenanalyse
Baumdiagramm
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trend

type | error and type Il error
ungrouped data
unweighted index

validity

validity

value index

variance

vertical and horizontal bar charts
weighted index

weighted mean

white noise

yield

Trend-Komponente

Fehler des Typs | und Typs |l
Urliste

ungewogener Index

Gultigkeit

Zulassigkeit

Wert-Index

Varianz

Séaulen- und Balken-Dia- gramme
gewogener Index

gewogenes arithmetisches Mittel
weisses Rauschen

interner (jahrlicher) Ertragssatz
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Glossar

Aktienkurs- gewichteter Aktienkurs-Index
Der Aktienkurs-gewichtete Aktienkurs-Index ist die Summe aller im "Warenkorb' sich befindenden
Aktienkurse dividiert durch die Anzahl im "Warenkorb' vertretenen Aktien bzw. Gesellschaften.

Aktienkurs-Index ohne Gewichtung
Der Aktienkurs-Index ohne Gewichtung ist das einfache arithmetische oder geometrische Mittel aus
den Aktienkurseinzelindizes aller im "Warenkorb' vertretenen Aktien bzw. Gesellschaften.

Alternativ-Hypothese
Die Alternativ-Hypothese beschreibt, welchen Schluss man zieht, wenn die Null-Hypothese verneint
wird (Bezeichung: 'H1").

ARIMA-Modell

Ein ARIMA-Modell wird mit drei kleinen ganzen Zahlen 'p', 'd' und 'q' beschrieben, wobei 'p' den Grad
der Autoregression, 'd' den Grad der Differenzierung und 'q' die Ordnung des gleitenden Durch-
schnitts bedeuten. ARIMA steht fir 'AR' (Autoregressive) 'l' (Integrated) 'MA' (Moving Average).

Autokorrelation
Autokorrelation besteht dann, wenn die Residuen untereinander korrelieren bzw. die beobachteten
'Y'-Werte einen Zusammenhang bzw. Abhangigkeit untereinander aufweisen.

Autokorrelation bzw. ACF

Unter einer Autokorrelation versteht man die Korrelation bzw. den Zusammenhang zwischen den
Werten einer Zeitreihe mit ihren nachfolgenden Werten. Das Ausmass der Verzégerung (auch 'Lag’
genannt) bestimmt dabei die Ordnung der Autokorrelation.

Autoregressive Komponente
Die autoregressive Komponente 'p' erklart jeden Wert als Funktion seiner Vorganger.

Beziehungszahlen
Zwei wesensverschiedene, aber in sinnvollem Zusammenhang stehende Gréssen werden in Bezie-
hung gesetzt und als Beziehungszahlen bezeichnet.

Binomialverteilung

Die Binomialverteilung ist ein Beispiel fur eine diskrete Zufallsverteilung. Sie weist folgende Eigen-
schaften auf. Es gibt nur zwei sich gegenseitig ausschliessende auftretende Falle bei jedem Expe-
riment-Versuch; Die Wahrscheinlichkeit eines 'Erfolges' bzw. 'Misserfolges' bleibt bei jedem Versuch
gleich gross; Die Versuche sind unabhangig voneinander.

Borsenkapitalisierungsgewichteter Aktienkurs-Index

Der Borsenkapitalisierungs-gewichtete Aktienkurs-Index ist die aktuelle Summe aller im "Warenkorb'
sich befindenden Borsenkapitalisierungen dividiert durch die Summe aller im 'Warenkorb' sich be-
findenden Bdrsenkapitalisierungen zum Basiszeitpunkt.

Chiquadratverteilung

Die 'Chiquadratverteilung' weist folgende Eigenschaften auf: Sie ist nie negativ, sieht — je nach An-
zahl Kategorien — anders aus, hat eine positive Schiefe bzw. ist rechtsschief oder linkssteil. Bei
zunehmender Anzahl Kategorien konvergiert sie in die Standardnormalverteilung.
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Daten-Niveau mit Intervall

Das Daten-Niveau mit Intervall weist alle Eigenschaften des ordinalen Daten-Niveaus auf. Zusatzlich
sind aber die Abstande zwischen den Merkmalsauspragungen gleichbleibend bzw. gleich bedeu-
tend.

Daten-Niveau mit Verhaltniswert

Das Daten-Niveau mit Verhaltniswert weist alle Eigenschaften des Daten-Niveaus mit Intervall auf.
Zusatzlich hat aber die Merkmalsauspragung Null die Bedeutung des Nicht-Vorhanden-Seins, und
das Verhaltnis zwischen zwei Merkmalsauspragungen ist bedeutungsvoll.

Deskriptive bzw. beschreibende Statistik

Die deskriptive bzw. beschreibende Statistik befasst sich mit den Methoden des informativen Orga-
nisierens, Zusammenfassens und Darstellens von Daten. Es geht hier also lediglich darum, die Da-
ten sinnvoll zu ordnen und zu prasentieren, nicht aber darum, 'Rickschlisse' auf die 'Grundgesamt-
heit' zu ziehen.

Determinationskoeffizient
Der Determinationskoeffizient bzw. das Bestimmtheitsmass ist das Quadrat des Korrelationskoeffi-
zienten. Anhand des Determinationskoeffizienten kann ausgesagt werden, wie viel Prozent der
Streuung durch die Regression(sgeraden) 'erklart' ist und — anhand der Erganzung auf 1 bzw. 100
% — wie viel nicht 'erklart' ist.

Diskrete Daten
Diskrete Daten kdnnen nur gewisse Werte annehmen und weisen normalerweise 'Licken' zwischen
den Werten auf. Diskrete Merkmalsauspragungen sind typischerweise das Resultat einer Zahlung.

Diskrete Zufallsverteilung
Die diskreten Zufallsverteilungen haben die Eigenschaft, dass sich die Werte der auftreten- den Falle
bzw. die Werte der Zufallsvariable klar voneinander abgrenzen.

Einfaches arithmetisches Mittel
Fir Rohdaten berechnet sich das einfache arithmetische Mittel aus der Summe aller Werte dividiert
durch die Anzahl der Werte in der Grundgesamtheit.

Einfache Zufallsstichprobe
Dabei wird die Stichprobe so gewonnen, dass jeder Merkmalstrager der Grundgesamtheit die glei-
che Chance hat, in die Stichprobe aufgenommen zu werden.

Elementarindex bzw. Einzelindex
Der Elementarindex bzw. Einzelindex zeigt lediglich die Entwicklung eines Preises, einer Menge
oder eines Wertes.

Empirisches Gesetz

Das empirische Gesetz besagt, dass flir eine symmetrische, glockenférmig um das arithmetische
Mittel angeordnete Verteilung der Werte des Daten-Sets rund 68 % der Werte im Bereich von p +
16, ca. 95 % der Werte im Bereich von p * 20, und praktisch alle Werte (bzw. 99.7 %) im Bereich
von p= 3o anzutreffen sind.

Entscheidungsregel beim Hypothesentest
Die Entscheidungsregel beim Hypothesentest ist eine Aussage dartiber, unter welchen Bedingun-
gen die Null-Hypothese verworfen wird und unter welchen Bedingungen sie nicht verworfen wird.

Erwartungswert
Das arithmetische Mittel einer Zufallsverteilung wird als Erwartungswert bezeichnet.
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Exponentielles Glatten

Exponentielles Glatten ist ein Verfahren, das bei autokorrelierten Zeitreihen, d. h. bei Werten einer
Zeitreihe, die mit den (zeitlich) nachfolgenden Zeitreihenwerten einen Zusammenhang aufweisen,
zufallige Schwankungen bzw. Stérungen entfernt, um aufgrund der geglatteten Reihe bessere Aus-
sagen uber deren Verlauf machen zu kénnen.

Fehler des Typs | bzw. Fehler des Typs Il

Im Zusammenhang mit dem Signifikanzniveau (Fehler des Typs | bzw. 'a' [Alphal]) stellt sich schnell
auch die Frage, wie gross der Fehler ist, wenn die Null-Hypothese akzeptiert wird, obwohl letztere
eigentlich falsch ist (Fehler des Typs Il bzw. '3’ [Beta]).

F-Verteilung

Die 'F-Verteilung' weist folgende Eigenschaften auf: Sie ist nie negativ, sieht — je nach Anzahl der
Freiheitsgrade in Zahler und Nenner — anders aus, hat eine positive Schiefe bzw. ist rechtsschief
oder linkssteil. Bei zunehmender Anzahl der Freiheitsgrade konvergiert sie in die Normalverteilung
mit einem Wertebereich von Null bis plus unendlich.

Geometrisches Mittel
Das geometrische Mittel eines Daten-Sets von n (positiven) Werten ist die n-te Wurzel aus der Mul-
tiplikation aller n Werte miteinander.

Gewogener Index
Dieser Index weist eine Gewichtung auf und bezieht sich auf einen Zeitpunkt.

Gewogenes arithmetisches Mittel

Das gewogene arithmetische Mittel ist ein Spezialfall des einfachen arithmetischen Mittels. Dieser
tritt immer dann auf, wenn mehrere Werte in einer Grundgesamtheit oder Stichprobe gleich gross
und die Rohdaten in einer relativen oder absoluten Haufigkeitsverteilung aufgefuhrt sind.

Ordnung des gleitenden Durchschnitts
Die Ordnung des gleitenden Durchschnitts 'q’, hat ihre Ursache in der Stérung bei den 'q' vor- her-
gehenden Werten; eine Stérung von mehr als 'q' Zeitpunkten hat demnach keinen Einfluss mehr.

Gleitender Durchschnitt

Der gleitende Durchschnitt ist eine Folge von arithmetischen Mitteln, die aus den beobachteten Wer-
ten der Zeitreihe "Y' gebildet werden. Dabei wird der gleitende Durchschnitt aus einer gleichbleiben-
den Anzahl zeitlich jeweils benachbarter Beobachtungswerte berechnet und dem 'in der Mitte' der
Werte liegenden Zeitpunkt zugeordnet.

Gliederungszahl
Eine Teilgrdosse wird zu ihrer GesamtgréfRe in Beziehung gesetzt. Das Ergebnis ist eine Anteilsan-
gabe oder 'Quote’ bzw. 'Rate’.

Grad der Differenzierung
Der Grad der Differenzierung 'd' ist der Grad der Differenzenbildung, der nétig ist, um die betreffende
Zeitreihe stationar zu machen.

Grundgesamtheit
Grundgesamtheit bedeutet die Sammlung aller méglichen Individuen, Objekte oder Messungen Gber
ein Interessensgebiet.
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Haufigkeitspolygon bzw. Polygonzug

Soll die Haufigkeitsverteilung grafisch dargestellt werden, so sind auf der X-Achse (Abszisse) die
Beobachtungswerte bzw. Kategorienmitten, auf der Y-Achse (Ordinate) die Haufigkeit ihres Vorkom-
mens darzustellen. Werden die so erhaltenen Punkte im X-Y-Diagramm miteinander verbunden,
entsteht ein Haufigkeitspolygon bzw. Polygonzug.

Haufigkeitsverteilung

Eine Haufigkeitsverteilung entsteht dadurch, dass Daten in Kategorien — auch Klassen oder Grup-
pen genannt — eingeteilt werden. Dadurch wird die Anzahl Beobachtungen in den sich gegenseitig
ausschliellenden Kategorien ersichtlich.

Heteroskedastizitat
Bedingte Heteroskedastizitat besteht dann, wenn die Residuenabweichungen bzw. (Y — Y') entlang
der unabhangigen Variablen 'X' systematisch grosser oder kleiner werden.

Histogramm

Wird jeweils Uber die ganze Klassenbreite auf dem Niveau der Haufigkeit ihres Vorkommens eine
horizontale Linie gezogen und verbindet man diese Linien zu einer 'Treppe’, entsteht das Histo-
gramm.

Hypergeometrische Zufallsverteilung

Die hypergeometrische Zufallsverteilung ist ein Beispiel fur eine diskrete Zufallsverteilung und weist
folgende Eigenschaften auf: Es gibt nur zwei sich gegenseitig ausschliessende auftretende Falle bei
jedem Experiment-Versuch; Die Wahrscheinlichkeit eines 'Erfolges' bzw. 'Misserfolges' bleibt bei
jedem Versuch nicht gleich gross; Die Versuche sind unabhangig voneinander.

Hypothese
Eine Hypothese ist eine Aussage Uber eine Grundgesamtheit.

Hypothesentest

Der Hypothesentest beginnt mit einer Aussage oder einer Annahme Uber einen Parameter der
Grundgesamtheit. Um die Gultigkeit bzw. Zulassigkeit der Aussage zu testen, muss (mindestens)
eine Stichprobe aus der Grundgesamtheit gezogen werden. Aufgrund dieser Stichprobe wird nun
anhand statistischer Methoden der Test bezlglich der Aussage Uber den Parameter der Grundge-
samtheit durchgefuhrt.

Indexzahl
Eine Indexzahl ist eine Zahl, welche die relative Veranderung bezlglich Preis, Quantitat oder Wert
von einer Periode zu einer anderen ausdrickt.

Indexzahlen
Zwei inhaltlich gleichartige, sich auf verschiedene Zeitpunkte oder verschiedene geografische Orte
beziehende Gréssen werden in Beziehung gesetzt.

Induktive bzw. schliessende Statistik
Die induktive bzw. schliessende Statistik befasst sich mit den Methoden, die verwendet wer- den,
damit etwas Uber die Grundgesamtheit aufgrund einer Stichprobe herausgefunden werden kann.

Irregulare Komponente Die irregulare Komponente widerspiegelt die Restgrosse bzw. die rein zufal-
lige Residualkomponente, die nicht erklart werden kann.
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Kategorienintervalle

Die Kategorienintervalle sind so gegeneinander abzugrenzen, dass die Zuordnung der Beobach-
tungswerte klar hervorgeht bzw. kein Beobachtungswert mehr als einer Kategorie angehort, sie sich
also gegenseitig ausschliessen. Zudem ist zu beachten, dass die Kategorienintervalle gleich gross
sind.

Klassische Zeitreihenanalyse

Die 'klassische' Zeitreihenanalyse geht von einem klaren, intuitiv verstandlichen Ansatz aus. Dabei
werden die Quartals- bzw. Monats-Zeitreihen in drei Grund-Komponenten aufgeteilt, namlich in eine
langfristige, Uberjahrige Trend-Komponente 'T', eine saisonale, unter- jahrig wiederkehrende Kom-
ponente 'S' und eine 'irregulare’, rein zufallige bzw. Rest- oder Residual-Komponente 'I'.

Klumpenzufallsstichprobe

Bei der Klumpenzufallsstichprobe wird die Grundgesamtheit zuerst in 'Klumpen' bzw. Teil- mengen
aufgeteilt. Anschliessend werden aus jedem dieser Klumpen bzw. Teilmengen Merkmalstrager fur
die Stichprobe ausgewahilt.

Komplementares Ereignis
Die Wahrscheinlichkeit des Auftretens eines Ereignisses plus die Wahrscheinlichkeit des Nicht-Auf-
tretens dieses Ereignisses (komplementares Ereignis) ergibt den Wert 1.0 oder 100 %.

Konfidenz- bzw. Vertrauensintervalle

Da man aus den Voraussetzungen weiss, dass bei gentigend grosser Stichprobe (n > 30) die Stich-
probenverteilung in eine Normalverteilung konvergiert, wird es mdglich — anhand eines 'Umkehr-
schlusses' sowie der Standardnormalverteilung — Konfidenz- bzw. Vertrauensintervalle bezuglich
der Grundgesamtheitsparameter vorzunehmen.

Korrelations-Analyse

Mit der Korrelations-Analyse bezeichnet man Methoden und Techniken, welche die 'Gute' der Be-
ziehung bzw. den Zusammenhang von zwei Variablen misst. Dabei ist es Ublich, dass auf der Abs-
zisse (Horizontalen) — auch mit 'X' bezeichnet — die unabhangige Variable aufgezeichnet wird und
auf der Ordinate (Vertikalen) — auch mit 'Y' bezeichnet die abhangige Variable.

Korrelationskoeffizient

Der Korrelationskoeffizient ist eine relative Kennzahl tber die 'Gute' einer Korrelation mit folgenden
Eigenschaften: Sie kann die Werte zwischen minus Eins und plus Eins annehmen; Eine perfekte
negative Korrelation weist den Wert '—1' auf, eine perfekte positive Korrelation den Wert '+1'; Keine
Korrelation wird durch den Wert '0' wiedergegeben.

Kreis-Diagramme

Kreis-Diagramme eignen sich besonders gut, um die Gliederung einer Summe von Merkmalstragern
darzustellen, indem der Kreis in Sektoren aufgeteilt wird, die im Verhaltnis zu den relativen Haufig-
keiten der Untergliederungen stehen. Dabei ist zu beachten, dass die Summe der Merkmalstrager
gleich 360° ist.

Kritischer Wert

Den so genannten 'kritischen Wert' erhalt man, indem entsprechend der beim Test unter- stellten
Verteilungsfunktion des Parameters der diesbezligliche, das Signifikanzniveau widerspiegelnde,
standardisierte Wert ermittelt bzw. aus der entsprechenden Tabelle her- ausgelesen wird.

Laspeyres-Index
Gewogener Index mit Gewichtung zum Basiszeitpunkt.
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Linien-Diagramme

Linien-Diagramme sind besonders geeignet, um den Verlauf einer Variable visuell aufzuzeichnen.
Typischerweise werden die Werte der Variable auf der Y-Achse (Ordinate) und die entsprechende
Zeitdimension auf der X-Achse (Abszisse) eingetragen.

Median

Der Median ist derjenige Wert, bei dem — nachdem das Daten-Set in auf- oder absteigender Rei-
henfolge geordnet wurde — sowohl 50 % der Datenvorkommnisse oberhalb als auch unterhalb zu
liegen kommen bzw. der die Daten in zwei Halften teilt.

Methode der kleinsten Quadrate
Bei der Methode der kleinsten Quadrate werden die vertikalen Abstandsquadrate zwischen den be-
obachteten "Y'-Werten und den diesbezliglichen Werten auf der Regressionsgeraden bzw. die Re-
siduenabweichungen '¢' minimiert.

Mittlere bzw. durchschnittliche absolute Abweichung
Die mittlere bzw. durchschnittliche absolute Abweichung vom arithmetischen Mittel berechnet sich
aus dem arithmetischen Mittel der absoluten Abweichungen vom arithmetischen Mit- tel.

Modus
Der Modus ist derjenige Wert, der am haufigsten vorkommt.

Multiple Regressions- Analyse

Meist ist es so, dass nicht nur eine, sondern mehrere unabhangige Variablen die abhangige Variable
beeinflussen. Fir diesen Fall bedient man sich der so genannten 'multiplen Regressions-Analyse'.
Dabei wird von der Linearitdtsannahme nicht weggegangen, sondern diese wird auf alle abhangigen
Variablen ausgedehnt.

Naive Prognose
Bei der so genannten 'naiven' Prognose wird nach dem Motto ‘'alles bleibt, wie es ist' der letzte
beobachtete Zeitreihenwert (Y1) als Prognosewert (Yi+1) verwendet.

Nicht- Zufallsstichprobe
Nicht alle Merkmalstrager in der Grundgesamtheit haben eine Chance, in die Stichprobe auf- ge-
nommen zu werden.

Nominales Daten- Niveau
Beim nominalen Daten-Niveau kénnen die Beobachtungen nur klassifiziert oder gezahlt werden.

Normalverteilung

Die Normalverteilung weist folgende Eigenschaften auf: Sie ist glockenférmig, symmetrisch um das
arithmetische Mittel verteilt und fallt vom Zentralwert in beide Richtungen leicht asymptotisch ab. Die
(Eintritts-)Wahrscheinlichkeiten befinden sich zu rund 68% im Bereich von p £ 1o, zu ca. 95 % im
Bereich von p+2c, und zu 99.7 % im Bereich von p+ 3o .

Null-Hypothese
Die Null-Hypothese ist eine Aussage, die nicht zuriickgewiesen werden kann, wenn die Stichproben-
Daten nicht gentugend Uberzeugende Evidenz bereitstellen, dass die Null- Hypothese falsch ist.

Optimaler Stichprobenumfang

Der 'optimale' Stichprobenumfang hangt von drei Faktoren ab, namlich vom Konfidenz- bzw. Ver-
trauensniveau der anzustrebenden Aussage, von der absoluten, maximal zulassigen Abweichung
und von der Streuung der Grundgesamtheit.
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Ordinales Daten- Niveau

Das ordinale Daten-Niveau weist alle Eigenschaften des nominalen Daten-Niveaus auf, doch kén-
nen die (Unterteilungs-)Kategorien zusatzlich auf- oder absteigend, entsprechend ihrer inhaltlichen
Bedeutung, in einer Rangfolge angeordnet werden.

Paasche-Index
Gewogener Index mit Gewichtung zum aktuellen Zeitpunkt ‘t".

Partielle Autokorrelation bzw. PACF

Die partielle Autokorrelation misst den Zusammenhang zwischen den Werten einer Zeitreihe mit
nachfolgenden Werten, wobei die Zusammenhange der dazwischen liegenden Werte ausgeschaltet
werden.

Poissonverteilung

Die Poissonverteilung ist eine diskrete Zufallsverteilung, weil hier Z&hlungen vorgenommen werden,
und sie ist das Modell fir ein vom Zufall abhangiges Ereignis, das innerhalb eines gegebenen Zeit-
intervalls nur wenige Male oder auch keinmal auftritt.

Primére Daten
Die Daten werden speziell fir die momentane Untersuchung und von der die Untersuchung durch-
fuhrenden Stelle gesammelt.

Priifgrosse
siehe 'Test-Statistik'

p-Wert
Aussage, wie gross bzw. klein die Wahrscheinlichkeit ist, dass die Null-Hypothese in jedem Fall
angenommen wirde.

Qualitative Daten
Wenn immer das charakteristische Merkmal nicht-numerisch ist, dann bezeichnet man dies als qua-
litativ.

Quantitative Daten
Wenn immer das charakteristische Merkmal numerisch erfasst werden kann, dann bezeichnet man
dies als quantitative Daten.

Quartil (1. bzw. 3.)

Das 1. (bzw. 3.) Quartil ist derjenige Wert, bei dem — nachdem das Daten-Set in aufsteigender Rei-
henfolge geordnet wurde — 25 % der Datenvorkommnisse unterhalb (bzw. oberhalb) zu liegen kom-
men.

Saisonale Komponente
Die saisonale Komponente zeigt den wiederkehrenden Effekt innerhalb eines Jahres auf. Es wird
davon ausgegangen, dass die saisonale Komponente exakt unterjahrig wiederkehrend ist.

Sidulen- und Balken- Diagramme

Saulen- und Balken-Diagramme eignen sich besonders gut, um visuell Daten von quantitativen
Merkmalsauspragungen (Y-Achse bei Sadulen-Diagramm) qualitativ sich unterscheidenden Merkma-
len (X-Achse bei Sdulen-Diagramm) gegentiberzustellen.

Schiefe

Die Verteilung der Werte eines Daten-Sets kann sehr unterschiedlich sein. Grundsatzlich unterschei-
det man drei Typen der Verteilung, namlich symmetrische Verteilung, Verteilung mit positiver
Schiefe, Verteilung mit negativer Schiefe.
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Sekundare Daten
Man stltzt sich auf bereits vorhandene Daten bei der Untersuchung.

Sharpe-Kennzahl
Sie misst die (Uber-)Rendite pro Risiko-Einheit.

Signifikanzniveau

Unter dem Signifikanzniveau versteht man die Wahrscheinlichkeit, dass man die Null-Hypothese
verwirft, obwonhl sie tatsachlich 'wahr' ist. Das Signifikanzniveau wird mit 'a' [Alpha] bezeichnet und
manchmal auch Risikoniveau genannt.

Spannweite
Die Spannweite ist die Differenz zwischen dem héchsten und niedrigsten Wert im Daten-Set.

Stamm-und-Blatt- Diagramm

Das Stamm-und-Blatt-Diagramm ist eine der einfachsten Moéglichkeiten, numerische Daten zu ver-
anschaulichen. Die numerischen Merkmalsauspragungen werden dabei der Grésse nach geordnet
und in einen Stamm- und einen Blattanteil zerlegt. Gleiche numerische Merkmalsauspragungen wer-
den nicht durch ihre Haufigkeit, sondern direkt wiedergegeben. Damit ist es moglich, auch die Ver-
teilung innerhalb von Kategorien zu betrachten.

Standardabweichung
Die Standardabweichung ist das gewogene arithmetische Mittel der Quadratabweichungen vom
arithmetischen Mittel, aus dem man die Wurzel zieht.

Standardfehler der Schatzung
Da die beobachteten Y-Werte kaum je auf der Regressionsgeraden zu liegen kommen, ergibt sich
ein 'Fehler der Schatzung'.

Standardnormalverteilung
Die Standardnormalverteilung 'z' hat die wichtige Eigenschaft, dass ihr arithmetisches Mittel bzw.
der Erwartungswert 'y' immer gleich Null und ihre Standardabweichung 's' immer gleich Eins ist.

Statistik

Unter 'Statistik’ versteht man die Wissenschaft des Sammelns bzw. Zusammentragens, Organisie-
rens, Darstellens, Analysierens und Interpretierens von Daten als Hilfsmittel, um wirksamere Ent-
scheidungen treffen zu kénnen.

Statistische Wahrscheinlichkeit
Wahrscheinlichkeit, die auf empirischen (Vergangenheits-)Messungen basiert.

Stetige Daten
Stetige Daten kdnnen jeden Wert innerhalb eines gewissen Bereiches annehmen.

Stetige Zufallsverteilung
Die stetigen Zufallsverteilungen haben die Eigenschaft, dass die auftretenden Falle bzw. Zufallsva-
riable jeden Wert innerhalb gewisser Limiten annehmen kénnen bzw. kann.

Stichprobe
Die Stichprobe ist ein (An-)Teil der Grundgesamtheit.

Student Verteilung
siehe 'T-Verteilung'
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Subjektive Wahrscheinlichkeit i
Wahrscheinlichkeit, die auf der persénlichen Anschauung bzw. Uberzeugung des Entscheidungs-
tragers basiert.

Systematische Zufallsstichprobe

Die Merkmalstrager der Grundgesamtheit werden einer Methode nach geordnet. Rein zuféllig wird
der 'Startpunkt' fur die Stichprobenauswahl festgelegt. Nun wird jeder x-te Merkmalstrager der
Grundgesamtheit fir die Stichprobe ausgewahlt.

Tabelle

Eine geordnete Datensammlung wird auch als (statistische) Tabelle bezeichnet und ist die grundle-
gende statistische Wiedergabeform. Sie ist grundsatzlich der Ursprung fir alle weiteren Darstel-
lungsformen.

Test-Statistik
Die Test-Statistik ist ein — aufgrund der Informationen aus der Stichprobe — nach statistischen Me-
thoden berechnete Prifgrosse, mit dem Ziel festzustellen, ob die Null-Hypothese zu verwerfen ist.

Theoretische Wahrscheinlichkeit
Wabhrscheinlichkeit, die unter ideal-typischen Bedingungen mathematisch abgeleitet wird.

Trend-Komponente
Die Trend-Komponente charakterisiert das langfristige Verhalten der Zeitreihen und ist Ublicher-
weise eine lineare Funktion. Sie widerspiegelt das generelle tberjahrige Verhalten.

Tschebyscheffsches Theorem

Das Tschebyscheffsche Theorem besagt, dass unabhangig davon, wie die Verteilung der Werte im
Daten-Set auch aussieht, mindestens 75 % der Werte im Bereich von p + 26, mindestens 89 % der
Werte im Bereich von p + 3o, und mindestens 94 % der Werte im Bereich von p + 46 anzutreffen
sind.

T-Verteilung

Die 'T-Verteilung' weist folgende Eigenschaften auf: Sie weist grundséatzlich alle Eigenschaften der
Standardnormalverteilung auf, hat zwar ein arithmetisches Mittel bzw. einen Erwartungswert von
Null, doch unterscheidet sich die Standardabweichung je nach Stichprobenumfang. Bei zunehmen-
dem Stichprobenumfang konvergiert sie in die Standardnormalverteilung.

Umbasieren
Das Umbasieren von Indexreihen entspringt dem Bedurfnis, mehrere Indexreihen mit unterschiedli-
chen Basiszeitpunkten ohne Zusatzberechnungen zu vergleichen.

Unabhéangiges Ereignis

Zwei Ereignisse werden als voneinander unabhangig bezeichnet, wenn das Auftreten oder Nicht-
Auftreten des einen Ereignisses die Wahrscheinlichkeit des Auftretens des anderen Ereignisses
nicht beeinflusst.

Ungewogener Index
Index aus der Summe Uber eine Vielzahl von Preisen, Mengen oder Werten.

Urliste
Die Aufzeichnung von Daten oder Beobachtungswerten in der gleichen Reihenfolge, wie sie ermittelt
wurden, nennt man Urliste.
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Varianz
Wird die Standardabweichung quadriert, erhalt man eine weitere Kennzahl der Streuung, namlich
die Varianz.

Variationskoeffizient
Der Variationskoeffizient ist das prozentuale Verhaltnis der Standardabweichung zum arithmeti-
schen Mittel.

Verhaltniszahl
Die Verhaltniszahl ist eine Masszahl, die durch Quotientenbildung entsteht, bzw. ist das Ergebnis
der Division von zwei Zahlen.

Verketten

Unter Verketten von Indexreihen versteht man die Vorgehensweise, die gewahlt wird, wenn bei ge-
wogenen Indizes von Zeit zu Zeit ein neues Gewichtungsschema angewendet wird und eine Ver-
gleichbarkeit, trotz dadurch entstehender 'Entwicklungsbruche’, hergestellt werden soll.

Wahrscheinlichkeit

Die Wahrscheinlichkeit ist eine Masszahl, welche die Mdglichkeit des Auftretens eines Ereignisses
aufzeigt. Diese Masszahl wird wie folgt definiert: Die Anzahl der glinstigen, gleich moglichen Falle
dividiert durch die Anzahl aller potenziellen, gleich mdglichen Falle.

Weisses Rauschen

Jedes gute Prognose-Modell sollte (Vorhersage-)Fehler bzw. Residuenabweichungen auf- weisen,
die einem weissen Rauschen entsprechen, d. h. rein zufallig sind und von Periode zu Periode keinen
Zusammenhang aufweisen. Die Residuenabweichung ermittelt sich aus dem beobachteten Zeitrei-
henwert minus dem dazugehorig berechneten Prognosewert des Modells.

Wert-Index
Dieser gibt sowohl die Veranderung in den Preisen als auch der Mengen wieder.

Zeitreihenanalyse
Das Hauptziel der Zeitreihenanalyse besteht darin, Prognosen fir die Zukunft zu erstellen.
Dies bedingt aber, dass ein Modell 'kreiert' wird, welches das Verhalten der Zeitreihe charakterisiert.

Zentraler Grenzwertsatz

Der 'zentrale Grenzwertsatz' besagt, dass — fur eine grosse Stichprobe — die Verteilung der arithme-
tischen Mittel der Stichproben sehr ahnlich einer Normalverteilung ist. Diese Approximation ist bes-
ser fur grosse Stichproben als fur kleine.

Zufallsstichprobe
Jeder Merkmalstrager in der Grundgesamtheit hat eine Chance, in die Stichprobe aufgenom- men
zu werden.

Zufallsverteilung
Eine Zufallsverteilung ist eine Auflistung der auftretenden Falle in einem 'idealtypischen Experiment'
mit der Angabe der diesbezliglichen Wahrscheinlichkeiten.
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