
Mehrstu�ge stochastische Optimierung imFixed-Income-Management: eine Studief�ur den amerikanischen KapitalmarktKarl Frauendorfer, Rainer Eggers, Axel JerominUniversit�at St. Gallen, Institut f�ur Unternehmensforschung, St. Gallen, Schweiz1 Einleitung und MotivationDer Markt f�ur festverzinsliche Anlagen gilt als einer der gr�ossten Finanzm�arkteder Welt. Die Suche nach fundierten Anlagestrategien im Fixed-Income-Bereichstellt ein best�andiges anspruchsvolles Aufgabenfeld f�ur institutionelle Anlegerdar. Bisherige Ans�atze verfolgen dabei zumeist eine statische Vorgehensweise,wie Constant-Mix-Politiken oder die Nachbildung allgemein anerkannter Indizes.Dynamische Ans�atze wie die der mehrstu�gen stochastischen Optimierung habendagegen bisher keine weite Verbreitung gefunden.Stochastische Optimierungsmethoden wurden am Institut f�ur Unternehmens-forschung der Universit�at St. Gallen in den letzten Jahren zur L�osung prak-tischer Aufgabenstellungen in unterschiedlichen Bereichen des Asset-Liability-Managements eingesetzt. Motiviert durch bisher durchwegs gute Erfahrungenim schweizerischen Geld- und Kapitalmarkt wurde eine Case-Study f�ur den US-Bond-Markt initiiert. In dieser Studie wurde untersucht, ob und in welchemAusmass die Verwendung dynamischer stochastischer Verfahren eine Alternativedarstellen k�onnen.Banken, Versicherungen und Pensionskassen kommt es zu, ihnen anvertrauteGelder in m�oglichst e�zienter Weise zu verwalten. Traditionell bewegen siesich hierbei im Spannunngsfeld der Rendite-Risiko-Optimierung. Risiken tre-ten vor allem als Folge von Unsicherheiten �uber zuk�unftige Entwicklungen {beispielsweise der Zinsen oder des Cash
ows { auf. Konkret handelt es sichdabei um Zins�anderungs-, Wiederanlage- und Liquidit�atsrisiken. Im Idealfallwerden bei der Investitionsentscheidung s�amtliche der o. a. Risiken und sonstigenEin
ussfaktoren ber�ucksichtigt. Die operative Umsetzbarkeit wird jedoch durchdie beschr�ankt verf�ugbaren Informationen, Marktunvollkommenheiten und Ka-pazit�atsbeschr�ankungen bestimmt. Die Ann�aherung an den Optimalzustand wirdin der Praxis deshalb durch vereinfachte Verfahrensweisen probiert. Gebr�auchlichsind Constant-Mix-Strategien oder die Nachbildung von Marktindizes, das soge-nannte Index-Tracking.Die Anwendung von Constant-Mix-Strategien beruht auf der Erwartung, durcheine konstante Diversi�kation der jeweils verf�ugbaren Anlagesumme, eine in bezug1



auf Rendite und Risiko weitgehend optimierte und damit gegen�uber Marktein-
�ussen robuste Portfoliozusammenstellung zu erreichen. Die Ausgestaltung desConstant-Mix kann auf den subjektiven Vorstellungen des Investors beruhen oderexogen durch Bilanzpositionen vorgegeben sein. Dieses ist bspw. bei Pensions-kassen der Fall, wo die Eigenschaften der Zielanlage durch die entsprechendenVerp
ichtungen gegen�uber den Versicherten de�niert sind. In der Konsequenzresultiert hieraus eine Strategie, bei der die neu hinzukommenden Gelder jeweilsgem�ass eines festen Investitionsschematas in vorgegebene Laufzeiten investiertwerden. Es �ndet keine Rebalancierung der bereits investierten Gelder stattund die Investitionen werden immer bis zum Verfall gehalten. Es handelt sichsomit um eine Buy-and-Hold-Strategie, bei der die Transaktionskosten dement-sprechend gering gehalten werden, indem nur standardisierte liquide Marktin-strumente Anwendung �nden.Eine �ahnliche Intuition verbirgt sich hinter der Vorgehensweise des Index-Track-ing. Es geht von der Annahme aus, dass das Rendite-Risiko-Verhalten einesbreitgef�acherten Marktindex' das erreichbare Optimum darstellt, welches �ubereinen l�angeren Zeitraum erzielbar ist. Dementsprechend besteht die Zielsetzungin einer weitestgehenden Nachbildung dieses Index'. Ein perfektes Index-Trackingist grunds�atzlich nicht erreichbar, da jeder im Index ber�ucksichtigte Titel mit der-selben Gewichtung auch in das Unternehmensportfolio zu integrieren w�are. DasIndex-Tracking bedingt, dass das gesamte Portfolio regelm�assig zu aktualisierenist. Je pr�aziser eine Nachbildung erfolgt, desto st�arker fallen hierbei Transakti-onskosten ins Gewicht, wodurch sich die Renditeerwartung reduziert.Bei beiden angef�uhrten Investitionsstrategien erfolgt die Anlageentscheidung nacheinem �uber die gesamte Laufzeit unver�anderlichem Entscheidungsmuster. Sowird entweder an einer konstanten Verm�ogensaufteilung festgehalten oder striktgem�ass der aktuellen Indexentwicklung rebalanciert. In diesem Sinne sind sieals Passivstrategien zu verstehen. Sie ignorieren dabei den mehrperiodischenCharakter des Entscheidungsproblems, weil sie nicht ber�ucksichtigen, dass je-de heutige Anlagestrategie in Zukunft korrigierbar ist und damit auf zuk�unftigeEntwicklungen reagiert werden kann.Mehrperiodische stochastische Optimierungsmodelle schr�anken ihre zuk�unftigenHandlungsm�oglichkeiten weniger ein und nutzen zur Entscheidungs�ndung einebreitere Informationsbasis, indem sie Rebalancierungen zulassen und m�oglicheEntwicklungen unsicherer Ein
ussgr�ossen in die Entscheidungs�ndung ein
ies-sen lassen. Zu jedem Zeitpunkt erh�alt man eine konkrete Anlageempfehlung alsErgebnis einer individuellen Optimierung. Dadurch ergibt sich ein aktives Anla-gemanagement.
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2 Case-Study2.1 Asset- und Liability-Management-ModellF�ur die Fallstudie wurde ein stochastisches Optimierungsmodell (SOAL) zugrun-degelegt, welches sich bereits bei der Optimierung von Re�nanzierungs- und Spar-geldanlageentscheidungen in der Praxis bew�ahrt hat. Es ber�ucksichtigt im mehr-periodigen Kontext Unsicherheiten bzgl. des Cash
ows und der Zinsstruktur.Das Ziel besteht darin, den erwarteten Gegenwartswert der Di�erenz aller inner-halb des Planungshorizonts T anfallenden Zinsertr�age ('d;+t � �d;+t ) und -kosten('d;�t � �d;�t ) zu maximieren, was einer Optimierung des Laufzeitenmanagementgleichkommt.Die Zins- und Volumendynamiken werden als mehrdimensionale stochastischeProzesse modelliert. Die Stochastik der Zinskurve wird durch einen K-dimen-sionalen Prozess (�t; t 2 [0; T ]) dargestellt. Die Beschreibung der Zinsdynamikerfolgt im Sinne eines Key-Rate-Modells (Ho, 1992). In der Fallstudie wurde dieZinskurve als ein dreidimensionaler Prozess abgebildet, in dem die K = 3 Key-Rates die Entwicklung des Zinssatzes einer kurzen, mittleren und l�angerer Lauf-zeit als korrelierte Brownsche Bewegungen in diskreter Zeit darstellen. S�amtlicheZinss�atze f�ur die dazwischen liegenden Laufzeiten werden interpoliert. Damit istdas Modell in der Lage, Shift-, Tilt- und Hump-Bewegungen in der Zinskurveanzun�ahern. Mit der funktionalen Beziehung von �t und 'd;+t ; 'd;�t werden dieSensitivit�at der Zinss�atze bzgl. der �Anderungen in den Risikofaktoren, die Trans-aktionskosten, der Bid-Ask-Spread und der Diskontmechanismus ber�ucksichtigt.Zus�atzlich wird mit der Cash
ow-Dynamik ein weiterer stochastischer Prozessintegriert. Es wird unterstellt, dass auch die Volumen�anderungen �t; t 2 [0; T ]einer Brownschen Bewegung folgen, normalverteilt sind und mit den Zinss�atzenkorreliert sind.Im einzelnen gelten f�ur das im Anschluss angef�uhrte Modell nachfolgende Be-zeichnungen:D = f1; 2; : : : ; Dg Menge aller m�oglichen (Rest-) LaufzeitenDS � D Menge aller handelbarer Laufzeitent = f0; : : : ; Tg Periode (z. B. Monat)Die Zustands- und Entscheidungsvariablen innerhalb des Modells lauten:vd;+t Anlagevolumen mit Laufzeit d zum Zeitpunkt t, d 2 DSvd;�t Finanzierungsvolumen mit Laufzeit d zum Zeitpunkt t, d 2 DSvdt gesamtes Anlagevolumen mit Laufzeit d zum Zeitpunkt t, d 2 DSxt gesamter Cash
ow zum Zeitpunkt t, d 2 DSld;+t Anlagelimit im Zeitpunkt t f�ur Laufzeit d, d 2 DSld;�t Finanzierungslimit im Zeitpunkt t f�ur Laufzeit d, d 2 DS3



Bei den stochastischen Parametern handelt es sich um:'d;+t Diskontsatz (Habenzins) bei Laufzeit d Perioden zum Zeitpunkt t,d 2 DS'd;�t Diskontsatz (Sollzins) bei Laufzeit d Perioden zum Zeitpunkt t,d 2 DS�t Volumen�anderungen zum Zeitpunkt tDas Optimierungsproblem hat dann folgendes Aussehen:max Z
 TXt=0 Xd2DS �'d;+t � vd;+t � 'd;�t � vd;�t � dP (�; �)s.t. (1a) vdt � vd+1t�1 � vd;+t + vd;�t = 0 8t = 0; 1; : : : ; T ; 8 d 2 DS(1b) vdt � vd+1t�1 = 0 8t = 0; 1; : : : ; T ; 8 d =2 DS(2) xt �Pd2D vdt = 0 8t = 0; 1; : : : ; T(3) xt � xt�1 = �t 8t = 1; 2; : : : ; T(4) Pd2DS vd;+t �PMd=1 vdt�1 � �t 8t = 0; 1; : : : ; T(5a) 0 � vd;+t � ld;+t 8t = 0; 1; : : : ; T ; ; 8 d 2 DS(5b) 0 � vd;�t � ld;�t 8t = 0; 1; : : : ; T ; ; 8 d 2 DS(6a) vd;�t ; vd;+t nichtantizipativ 8t = 0; 1; : : : ; T ; ; 8 d 2 DS(6b) vdt ; xt 2 IR nichtantizipativ 8t = 0; 1; : : : ; T ; ; 8 d 2 DSDie Zielfunktion maximiert den erwarteten Gewinn f�ur den gesamten Planungs-zeitraum �uber alle handelbaren Laufzeiten. Die Restriktion (1a) stellt sicher,dass das in d Perioden f�allige Gesamtvolumen sich aus dem angelegten Volu-men der Vorperiode t � 1 mit der Restlaufzeit d + 1 und den neu angelegtenMitteln abz�uglich neu eingegangener Verbindlichkeiten mit der jeweiligen Lauf-zeit ergibt. Bei nicht handelbaren Laufzeiten entspricht das gesamte Volumengem. (1b) demjenigen der Vorperiode mit Restlaufzeit d + 1. Nach (2) muss dieSumme des Volumens �uber alle F�alligkeitstermine hinweg mit dem gesamten an-zulegenden Volumen �ubereinstimmen. Die stochastischen Cash
ow-�Anderungenkommen in (3) zum Tragen. Das Volumen in t ergibt sich aus dem Volumen derVorperiode t�1 zuz�uglich einer stochastischen �Anderung �t. Mittels des Parame-ters M in Restriktion (4) lassen sich die aufgenommenen und wiederangelegtenMittel begrenzen. Durch (5a) und (5b) k�onnen Liquidit�atsrestriktionen in dieProblemstellung eingef�uhrt werden.Dieses lineare Programm wird f�ur eine Vielzahl m�oglicher Zins- und Volumen-entwicklungen (Szenarien) aufgestellt und gel�ost. Die Nichtantizipativit�atsbe-dingungen (6a) und (6b) besagen, dass f�ur zwei Szenarios, welche eine identischeVorgeschichte bis zum Zeitpunkt t besitzen, die Entscheidungs- und Zustandsva-riablen ebenfalls identisch sein m�ussen. 4



Es ist ersichtlich, dass der Risikofaktor �t ausschliesslich in der Zielfunktion auf-taucht, w�ahrend das �t nur die rechte Seite der Nebenbedingungen beein
usst.Insbesondere sind alle Koe�zienten der linken Seite deterministisch. Dieses stelltzusammen mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Risikofaktoren sicher, dassdie Wertefunktion eine konkav-konvexe Sattelstruktur in (�t; �t) besitzt. Diese be-sondere Struktur erm�oglicht die Anwendung eines speziellen L�osungsverfahrens,der Baryzentrischen Approximation. Diese erlaubt �uber eine geeignete Diskreti-sierung des Wahrscheinlichkeitsraumes 
 die Bestimmung einer e�zienten L�osung.2.2 Aufbau und ErgebnisseDie im nachfolgenden beschriebene Fallstudie diente dem Vergleich alternativerInvestitionsstrategien. Bei diesen handelt es sich zum einen um das oben be-schriebene sogenannte Index-Tracking, welches hier anhand zweier allgemein an-erkannter breitgef�acherter Bondmarktindizes erfolgte. Beide Indizes werden voneiner etablierten amerikanischen Investmentbank regelm�assig herausgegeben underfreuen sich im Rahmen von Performancevergleichen grosser Beliebtheit. DasIndex-Tracking wurde zum anderen mit einer Investitionsstrategie verglichen,welche mit Hilfe des im vorhergehenden Kapitels beschriebenen Optimierungs-modells bestimmt wurde.Bei den Indizes handelt es sich um einen Treasury-Index (TI) und einen Aggregate-Index (AGI). Beide Indizes sind Total-Return-Indizes, in denen die Wertentwick-lung unk�undbarer Anleihen US-amerikanischer Emittenten repr�asentativ abge-bildet wird. Die Laufzeiten der enthaltenen Bonds betragen mindestens ein,h�ochstens aber dreissig Jahre. Die Aufnahme einer Anleihe in den Index setzteine Mindestkapitalisierung von 100 Mio US$, sowie eine Mindestbonit�at desSchuldners voraus. W�ahrend der TI nur Staatsanleihen ber�ucksichtigt, �ndensich im AGI auch erstklassige Unternehmensanleihen mit einem Rating von Baa3(Moody's), bzw. BB+ (S & P) oder besser wieder.Zur Ermittlung der Investitionsstrategie mittels des Optimierungsmodells wurdenZinss�atze von Treasury-Bonds verwendet, deren maximale Laufzeit im Gegensatzzu den oben genannten Bondindizes jedoch nur zehn Jahre betrug. Somit entspre-chen sich diese Strategie und der TI hinsichtlich ihrer Risikoklasse, w�ahrend derAGI ein etwas h�oheres Risiko besitzt und deshalb tendenziell eine leicht h�ohereRendite erwarten l�asst.Der Vergleichszeitraum betrug 21 Jahre (Jan. 78 bis Dez. 98). F�ur die Vergleichs-strategie wurden auf viertelj�ahrlicher Basis Investitionsentscheide getro�en, diesich aus den Optimierungen ergaben. Hierf�ur ging man von einem �uber die ge-samte Laufzeit hinweg konstanten Cash-In
ow von 100 Mio US$ je Quartal aus.Die Zinsverrechnung erfolgte j�ahrlich. 5
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Abbildung 1: Quartalsweise Total ReturnsEs wurden verschiedene Kennzi�ern zugrundegelegt, um Aussagen bez�uglich derPerformance aller drei betrachteten Strategien tre�en zu k�onnen. Das bedingtedie viertelj�ahrliche Bestimmung der Marktwerte der Portfolios, wie sie mit denunterschiedlichen Strategien erreicht worden w�aren. Hieraus liessen sich dannentsprechende Total-Return-Kennzi�ern f�ur beliebige Zeitpunkte und -spannenim Analysezeitraum bestimmen. Zus�atzlich wurde die Qualit�at der Strategienam Studienende (Dez. 98) durch den Vergleich der Marktwerte bestimmt undRenditekennzi�ern errechnet. Die Berechnung alternativer Risikomasse erg�anztedie o. a. Performanceanalyse.In Abbildung 1 sind die quartalsweisen Total-Return-Verl�aufe der drei untersuch-ten Investionsstrategien abgetragen. Die Volatilit�at der Total Returns wird durchdie tats�achliche Zinsentwicklung bestimmt. Es zeigt sich, dass die Entwicklun-gen aller Strategien hoch miteinander korreliert sind. Dieses weist darauf hin,dass die aus den unterschiedlichen Strategien resultierenden Portfolios �ahnlicheEigenschaften aufweisen.Die Bewertung der Strategien erfordert die Bestimmung weiterer Ertrags- undRisikokennzi�ern. In Abbildung 2 ist deshalb aus den Total Returns eine Index-entwicklung abgeleitet worden. Dieser Index besass f�ur alle Strategien zu Beginnder Studie den Wert 1. Am Studienende lag er f�ur das stochastische Modell bei6



8,4. Der AGI erreichte 7,1 und lag damit knapp unterhalb des TI, dessen Wert 7,2betrug. Es ist hierbei zu betonen, dass ein h�oherer Indexstand noch keine hinrei-chende Aussage �uber die tats�achliche Qualit�at der Investitionsstrategie zul�asst.Hierzu ist eine Betrachtung der tats�achlich erzielten Marktwerte und Renditenunabdingbar. Als Beispiel mag hierf�ur der Vergleich zwischen dem AGI und demTI dienen. Der Marktwert des AGI lag trotz eines geringeren Indexwertes zumSchluss mit 27,7 Mrd US$ um 2.6% �uber dem des TI.
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Abbildung 2: Indexverl�aufe alternativer StrategienDie Risiko- und Ertragskennzahlen lassen sich f�ur die alternativen Anlagekon-zepte in Abbildung 3 ablesen. In der durchgef�uhrten Untersuchung konnten beidiesen mittels des stochastischen Entscheidungsmodells leichte Vorteile erzieltwerden.
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SOAL AGI TIMarktwert inMrd US$ 28,3 27,7 27,0Rendite 10,33% 10,15% 9,96%Varianz der TotalReturns 10,5 15,7 12,0Duration inJahren 4,09 4,44 5,58Abbildung 3: Rendite-Risiko-Kennzi�ern am Studienende3 Zusammenfassung und FazitEin geeignetes mehrstu�ges stochastisches Optimierungsmodell nutzt die speziel-len Eigenschaften des Entscheidungsproblems im Fixed-Income-Management aus.Zur Bestimmung einer Anlagestrategie bildet das Entscheidungsmodell die Unsi-cherheiten in den grundlegenden Ein
ussfaktoren als stochastische Prozesse ab.Nach der geeigneten Diskretisierung des Entscheidungsraumes wird das Problemmit Hilfe der linearen Optimierung gel�ost.Die aus dem vorgestellten Optimierungsmodell resultierenden Anlagestrategienzeichnen sich durch eine einfache Umsetzbarkeit aus. Die Anzahl von Rebalancie-rungen wird gering gehalten, so dass Renditeverluste durch Transaktionskostenniedrig ausfallen. Im langj�ahrigen Vergleich zu den beiden betrachteten Indizeswies die Strategie eine gute Risiko-Rendite-Allokation auf.Diese k�onnte unter Umst�anden darauf zur�uckzuf�uhren sein, dass Index-Trackingzu einem statischen Anlageverhalten f�uhrt und ausserdem einen Teil der amMarkt vorhandenen Informationen vernachl�assigt. Ob mittels stochastischer Op-timierung generell und dauerhaft �ahnliche Resultate erreicht werden k�onnen, soll-te Inhalt weiterer Untersuchungen sein.Literatur[1] Birge, J. R. / F. Louveaux (1997): Stochastic Programming. Springer: NewYork, 1997.[2] Cari~no, D. R. / T. Kent / D. H. Myers / C. Stacey / M. Sylvanus / A. L.Turner /K. Watanabe / W. T. Ziemba (1994): \The Russell-Yasuda KasaiModel: An Asset Liability Model for Japanese Insurance Company UsingMulti-stage Stochastic Programming," Interfaces (24,1) 1994, 29{49.8
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